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О  ПРОЦЕДУРЕ  МОДЕЛИРОВАНИЯ  РАССЕЯНИЯ 
НА  СУПЕРПОЗИЦИИ  ДВУХ  ПОТЕНЦИАЛОВ 

 
Получены простые выражения для классического сечения рассеяния на суперпозиции отталкивательного 
потенциала абсолютно упругой сферы и потенциала притяжения вида V(r) = –γ/rn, (n > 2). Эти выражения 
представлены в виде аналитических функций от энергии относительного движения в двух областях ее изме-
нения. Развитая процедура моделирования столкновения хорошо сочетается с дискретизацией уравнений 
движения заряженной частицы в электрическом поле. Описан соответствующий алгоритм в рамках метода 
статистического моделирования Монте-Карло. Намечены пути обобщения предложенной модели на случай 
анизотропного потенциала отталкивания. 
 
 
Кл. сл.: сечение столкновения, поляризационный потенциал, потенциал упругих шаров, суперпозиция  
потенциалов 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 

Спектрометрия ионной подвижности (Ion Mo-
bility Spectrometry — IMS), особенно в сочетании  
с масс-спектрометрией (IMS-MS), оказалась мощ-
ным универсальным методом изучения структуры 
биомолекул в газовой фазе [1–3]. Важным этапом 
применения метода IMS-MS является широкое 
математическое моделирование с целью установ-
ления связи получаемых в экспериментах значе-
ний сечений столкновения со структурой биомо-
лекул [3, 4]. Утверждается [3], что сечение рассея-
ния является в высшей степени информативным 
параметром и что IMS-MS имеет огромное прак-
тическое значение для структурной биологии. 
Структурные исследования с помощью IMS-MS 
основаны на сравнении экспериментально изме-
ренных транспортных сечений с сечениями, рас-
считанными для модельных структур [5]. Основ-
ная трудность в применении IMS-MS —
длительность процесса сопоставления экспери-
ментальных данных со структурами и моделями. 

Разработан широкий спектр алгоритмов для 
расчетов транспортных сечений для модельных 
теоретических структур. Среди них наиболее рас-
пространенными являются проекционное прибли-
жение (projection approximation) [6–9], приближе-
ние локальной вероятности столкновения (local 
collision probability approximation) [10], траектор-
ные методы (trajectory methods) [11], метод расчета 
сечений рассеяния с использованием представле-
ний о поверхностях фиксированной постоянной 
электронной плотности (Scattering on Electron Den-
sity Isosurfaces — SEDI) [12], воспроизводящих,  
по мнению авторов, форму молекулы. Эти методы 

обладают разной степенью адекватности и точно-
сти, но все они требуют больших вычислительных 
(включая временне) ресурсов. Поэтому нам пред-
ставляется полезным использовать для предвари-
тельного качественного анализа простые модель-
ные представления о потенциале взаимодействия 
молекулярного иона с молекулой буферного газа. 

К числу таких моделей относится, например, 
сочетание отталкивательного потенциала абсо-
лютно упругой сферы на малых расстояниях, от-
ветственного за рассеяние при больших энергиях, 
с поляризационным потенциалом притяжения  
на больших расстояниях, ответственным за рас-
сеяние при малых энергиях. Такие модели были  
с успехом использованы в задачах компьютерного 
моделирования процессов транспортировки ионов 
в неоднородных электрогазодинамических полях, 
включая поля, переменные во времени [13, 14]. 
Развитые в этих работах вычислительные проце-
дуры позволяют вводить в рассмотрение неизо-
тропные модели рассеяния, что особенно актуаль-
но для задач протеомики, в которых потенциал 
взаимодействия не является сферически симмет-
ричным. 

В упомянутых работах [13, 14] критерием пе-
рехода при росте энергии столкновения от модели 
постоянной средней частоты столкновений 

( ), const,pN      справедливой для поляриза-
ционного потенциала, к модели постоянной средней 
длины свободного пробега 1 , const,aN    
справедливой для потенциала абсолютно упругой 
сферы, было  условие  ( )p a   .  В  этих соотно-
шениях  ( )p   — сечение поляризационного за-
хвата, убывающего с ростом энергии столкнове-
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ния; 2
a a   — сечение рассеяния на абсолютно 

упругой сфере радиуса ;a  N  — концентрация 
молекул буферного газа;   — относительная ско-
рость. Указанное условие вытекает из рассмотре-
ния каждого из потенциалов отдельно и не учиты-
вает их совместное действие, например, фокуси-
ровку рассеиваемых частиц на упругую сферу.  

В настоящей работе рассматривается классиче-
ская задача о рассеянии частицы полем суперпо-
зиции двух потенциалов: отталкивательного по-
тенциала абсолютно упругой сферы и потенциала 
притяжения вида ( ) ,nV r r   2n  . При 4n   
имеем потенциал взаимодействия точечного заря-
да и наведенного дипольного момента — поляри-
зационный потенциал. Эта задача не допускает 
аналитического решения, однако анализ потенци-
альных кривых взаимодействия позволяет полу-
чить оценки для сечения рассеяния.  

СЕЧЕНИЕ РАССЕЯНИЯ 

Итак, эффективная потенциальная энергия та-
кой системы при r a  с учетом центробежного 
члена имеет вид [15] 

2

eff 2( ) .n

b EV r
r r


                              (1) 

Здесь b  — прицельный параметр, E  — энергия 
относительного движения. При заданной энергии 
E  семейство кривых эффективной потенциальной 
энергии параметризовано значением прицельного 
параметра b . Ход этих кривых при различных 
значениях прицельного параметра схематично 
изображен на рис. 1. Вертикальными прямыми  
показан потенциал абсолютно упругой сферы 
(бесконечно высокий потенциальный барьер) при 
различных значениях ее радиуса .a   

Обозначим через 0b  то значение прицельного 
параметра, при котором eff ( )V r  в точке максимума 

0r  касается прямой eff ( ) .V r E  Легко показать, что 
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При 0b b  начинается орбитирование (паде-
ние на центр) в потенциале ( ) nV r r  , 2n   
[15]. Падают на центр все частицы с прицельными 
параметрами 0b b . 

Заметим, что выбор сечения орбитирования  
в качестве сечения рассеяния на поляризационном 
потенциале равносилен отбрасыванию вкладов  
в сечение всех прицельных параметров 0b b . При 
этом ограничиваются рассеянием на углы, 
бóльшие минимального [16] 

min
0

(( 1) 2)
( 2)n

n
Eb n
   




.                      (4) 

Ограничение снизу рассматриваемой области 
углов рассеяния необходимо при классическом 
описании рассеяния на нефинитном (простираю-
щемся до бесконечности) потенциале [17], по-
скольку полное классическое сечение без ограни-
чения области изменения углов рассеяния обраща-
ется в бесконечность. При квантовом описании 
полное сечение конечно и для нефинитных, доста-
точно быстро убывающих на бесконечности по-
тенциалов [18], в частности, при 2.n    

 
 

 

Рис. 1. Семейство кривых эффективной по-
тенциальной энергии для различных значе-
ний прицельного параметра b.  
Вертикальные прямые — потенциал абсо-
лютно упругой сферы радиуса a  
 
 r 
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Для любого значения радиуса a  абсолютно уп-

ругой сферы всегда найдется значение энергии 0E , 
при которой точка максимума кривой эффектив-
ной потенциальной энергии совпадает с радиусом 
сферы ( 0r a ), а прямая constE   касается кри-
вой в этой точке (см. рис. 1). А именно, как следу-
ет из соотношения (2), 

0
2 .

2 n

nE
a

 
                              (5) 

Причем 0a r  при 0E E  и 0a r  при 0E E .  
Если 0E E , то 0 ,a r  и абсолютно упругой 

сферы достигают и рассеиваются на ней частицы  
с прицельными параметрами 0b b  (см. рис. 1). 
Сечение рассеяния таких частиц есть сечение ор-
битирования 

2 2

2
1 0 .

2 2

n
n nn nb

n E
  



           
            (6) 

Если 0E E , то 0 ,a r  и абсолютно упругой 
сферы достигают и рассеиваются на ней частицы  
с прицельными параметрами eb b  (см. рис. 1), 
где eb  — то значение прицельного параметра, при 
котором eff ( ) .V a E  Получаем 2 2 2

e ( )nb a Ea    
и сечение рассеяния  

2 2
2 e 1 .nb a

Ea


       
 

                 (7) 

Это сечение больше сечения рассеяния на от-
дельной абсолютно упругой сфере 2

a a   из-за 
притяжения в потенциале ( ) .nV r r   При 
E  2

2 .a a      
Таким образом, полное классическое сечение 

рассеяния на суперпозиции двух потенциалов на 
углы, бóльшие min , представляется аналитиче-
скими выражениями в двух областях изменения 
энергии относительного движения: 

1 0

2 0

( ) при ,
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E E E

E
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
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где 1( )E  и 2 ( )E  даются формулами (6) и (7) 
соответственно. Ход этих кривых схематически 
представлен на рис. 2. В точке 0E E  происходит 
их касание. 

Для поляризационного потенциала (n = 4) имеем 
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ПРОЦЕДУРА МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Встраивание процедуры моделирования столк-
новений в процедуру дискретизации уравнений 
движения иона во внешнем поле [14] по времени 
проводится в следующей последовательности.  

 
 

 
 
  

Рис. 2. Ход кривых зависимостей сечений 
1( )E  и 2 ( )E  от энергии относительного 

движения E.  
Полное классическое сечение рассеяния на 
суперпозиции двух потенциалов дается кри-
вой 1( )E  при E < E0 и кривой 2 ( )E  при 
E > E0 
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Пусть задан шаг интегрирования уравнений 
движения .t   

– Вычисляется значение энергии 0E  по форму-
ле (5).  

– В рассматриваемой точке пространства с ко-
ординатой r  и с локальной концентрацией моле-
кул буферного газа ( )N r  разыгрываются с помо-
щью монте-карловской процедуры (процедура 
подробно описана в работе [14]) значения относи-
тельной скорости   и энергии относительного 
движения E . Вычисляется сечение столкновения 
по формулам (8) и определяется средняя локаль-
ная частота столкновений в рассматриваемой точ-
ке ( ) ( ) ( ) .N E  r r  С вероятностью ( )P t r  
на рассматриваемом шаге интегрирования моде-
лируется рассеяние иона на молекуле газа, резуль-
таты которого принимаются за новые начальные 
условия интегрирования уравнений движения. 

– Если уравнения движения параметризованы 
длиной траектории s и задан шаг интегрирования 

,s  то вероятность столкновения на рассматри-
ваемом шаге вычисляется по формуле 

( ) ( ) .P N E s r  
Представленная модель в рамках метода стати-

стического моделирования (метода Монте-Карло) 
естественным образом обобщается на случай по-
тенциала отталкивания, не обладающего сфериче-
ской симметрией. Для этого можно, например, 
принять параметр модели a  случайной величи-
ной, распределенной на некотором промежутке 

1 2( , )a a  с плотностью вероятности ( ),p a  отве-
чающей форме отталкивательной сердцевины по-
тенциала. В частности, для эллиптической формы 
можно предложить следующий алгоритм генери-
рования случайной величины .a  Пусть   — рав-
номерно распределенная на промежутке [0,2 )  
случайная величина, тогда для случайной величи-
ны a  имеем 2 2 2 2

1 2cos sin .a a a    Варьируя 
параметры 1a  и 2a   (полуоси эллипса), меняем его 
эксцентриситет.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе представлены простые выражения  
в виде функций от энергии относительного дви-
жения для классического сечения рассеяния атом-
ной частицы на суперпозиции отталкивательного 
потенциала абсолютно упругой сферы и потен-
циала притяжения вида ( ) ,nV r r   ( 2)n  . 

Описан алгоритм встраивания процедуры модели-
рования столкновений в процедуру интегрирова-
ния уравнений движения иона во внешнем поле  
в рамках метода статистического моделирования. 
Намечены пути обобщения представленной моде-
ли на случай потенциала отталкивания, не обла-
дающего сферической симметрией. Полученные 
выражения позволяют строить быстрые и эффек-
тивные процедуры моделирования движения  
ионов в электрогазодинамических полях, включая 
неоднородные и зависящие от времени поля в ши-
роком диапазоне значений напряженности поля  
и концентраций газа. 

Работа выполнена в рамках государственного зада-
ния 075-00780-19-00 по теме № 0074-2019- 0009 Мини-
стерства науки и высшего образования Российской 
Федерации. 
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Simple expressions are obtained for cross section of classical scattering by combination of repulsive hard 

sphere potential of an absolutely elastic sphere and attractive long-range potential of the form V(r) = –γ/rn, (n > 2). 
These expressions are given in terms of analytical functions of the energy of relative motion in two regions of rela-
tive collision energy variation. The developed procedure of scattering simulation is well combined with discreti-
zation of equation of charged particle motion in electric field. The proper algorithm is described in the frame-
work of Monte Carlo based simulation. The extension of developed model to the case of anisotropic core repul-
sive potential is suggested. 
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