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Данная публикация является продолжением цикла работ, посвященных исследованию свойств электронно- 
и ионно-оптических систем и устройств, в которых используются электрические и магнитные поля, одно-
родные по Эйлеру. Для подобного типа электрических и магнитных полей выполняется принцип подобия 
траекторий Ю.К. Голикова, с помощью которого можно синтезировать электронно- и ионно-оптические 
системы с заранее желаемыми уникальными свойствами. Однако эффективному использованию и оптими-
зации таких систем препятствует то, что класс электрических и магнитных полей, однородных по Эйлеру, не 
слишком велик, а аналитические формулы для скалярных потенциалов полей, однородных по Эйлеру, дос-
таточно немногочисленны. В работе рассматривается специальный класс полей, однородных по Эйлеру, для 
которых трехмерные скалярные потенциалы, являющиеся однородными и гармоническими, распадаются на 
сумму нескольких двумерных функций, которые по отдельности не обязаны быть ни гармоническими, ни 
однородными (так называемые "скрещенные потенциалы", называемые также в некоторых случаях потен-
циалами разностного типа). Подобного рода потенциалы являются полезным инструментом при синтезе 
электронно- и ионно-оптических систем, поскольку позволяют разделить движение заряженных частиц  
в меридиональной плоскости на два непересекающихся движения по двум независимым координатам. В ре-
зультате проведенного исследования получены все возможные аналитические потенциалы для скрещенных 
однородных гармонических полей. В частности показано, что нетривиальные решения, отличные от супер-
позиции планарных однородных гармонических функций, возможны только для степеней однородности, 
равных нулю и единице.  
 
 
Кл. сл.: электрические поля; гармонические функции; функции, однородные по Эйлеру; принцип подобия 
траекторий в оптике заряженных частиц; аналитические решения уравнения Лапласа 
 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 

Полезным инструментом при синтезе элек-
тронно- и ионно-оптических систем специального 
вида являются электрические и магнитные поля, 
однородные по Эйлеру [1–6]. Траектории движе-
ния заряженных частиц в электростатических  
и магнитостатических полях, однородных по Эй-
леру, подчиняются принципу подобия траекторий 
Ю.К. Голикова [7, 8]. Отсюда следуют уникальные 
оптические свойства устройств, управляющих 
движением заряженных частиц, когда эти устрой-
ства используют однородные по Эйлеру электри-
ческие и магнитные поля [1–5, 9–17].  

Исследования Ю.К. Голикова [3, 18, 19] на-
глядно демонстрируют, каким удобным и эффек-
тивным инструментом при синтезе новых элек-
тронно- и ионно-оптических систем являются ана-
литические методы и, в частности, аналитические 
выражения для потенциалов электрических и маг-
нитных полей. В связи с этим аналитические вы-
ражения для скалярных потенциалов, описываю-
щих однородные по Эйлеру электрические и маг-

нитные поля, оказываются очень полезным инст-
рументом при синтезе электронно- и ионно-
оптических систем с априорно желаемыми свойст-
вами. Однако, хотя определенные аналитические 
выражения для однородных гармонических по-
тенциалов в настоящий момент и имеются [1, 2, 
20–28], задача о наиболее общем и наиболее пол-
ном представлении однородных гармонических 
функций для произвольных степеней однородно-
сти, в том числе и не целочисленных, пока что не 
может считаться решенной окончательно и в пол-
ном объеме. Имеющиеся полезные инструменты 
общего вида [29–33] для этой области исследова-
ний в настоящий момент позволяют рассматривать 
лишь отдельные конкретные примеры трехмерных 
однородных гармонических функций, которые 
можно задать в простой аналитической форме.  

Задачей данной работы является исследование 
аналитических выражений для скрещенных полей 
(распадающихся на сумму двух или трех полей, 
двумерных по разным парам координат), которые 
были бы одновременно и однородными по Эйлеру, 
и удовлетворяли трехмерному уравнению Лапласа 
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(были гармоническими функциями). Как оказыва-
ется, все такие потенциалы удается записать  
в достаточно простом аналитическом виде, при-
годном для аналитических исследований. К сожа-
лению, как оказалось, нетривиальные решения, 
отличающиеся от суммы двумерных однородных 
гармонических планарных потенциалов для раз-
личных пар трехмерных декартовых координат, 
существуют лишь для степеней однородности, 
равных нулю и единице (см. далее). 

БАЗОВЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

Для полей, однородных по Эйлеру, напряжен-
ность электрического поля E  и/или индукция 
магнитного поля B  должны удовлетворять не 
только уравнениям Максвелла для электромагнит-
ного поля, но и тождеству однородности: 
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где m  — степень однородности поля (не обяза-
тельно целочисленная).  

Однородные по Эйлеру электрические или 
магнитные поля, подчиняющиеся тождеству (1), 
характеризуются скалярным электрическим или 
магнитным потенциалом в виде гармонической 
функции, которая будет однородной (точнее по-
ложительно однородной) по Эйлеру в смысле, ко-
торый придается этому термину в классическом 
математическом анализе [34, 35]: 

   0 : , , , ,mU x y z U x y z       ,  (2) 

где m  — степень однородности функции, совпа-
дающая со степенью однородности электрическо-
го или магнитного поля, как она определена с по-
мощью тождеств (1). Единственным исключением 
из данного общего правила являются поля с нуле-
вой степенью однородности — для таких полей 
скалярный потенциал U  в самом общем случае 
имеет вид: 

     2 2 2
0, , , , lnU x y z U x y z C z x y z     ,  (3) 

где  0 , ,U x y z  является однородной гармониче-
ской функцией нулевой степени, а C  — произ-
вольная константа. Очевидно, что при 0C   вы-
ражение (3) больше не является однородной  
по Эйлеру функцией, хотя градиент функции (3)  
и подчиняется условиям однородности (1) для 
электрического либо магнитного поля. Вопрос об 
однородности скалярных и/или векторных потен-
циалов для полей, однородных по Эйлеру, под-
робно исследуется в [36].  

Вот некоторые полезные свойства функций, 
однородных по Эйлеру, которые будут использо-
ваться в дальнейшем [34, 35]. 

Определение. Функция f  называется одно-
родной по Эйлеру со степенью однородности, 
равной ,m  если в любой точке и для любого веще-
ственного  ,    выполняется условие 

   1 2 1 2, , , , , ,m
n nf x x x f x x x     . (4) 

Функция f  называется положительно одно-
родной по Эйлеру со степенью однородности, 
равной ,m  если условие (4) выполняется при лю-
бых 0  .  

Дополнение 1. Предполагается, что если функ-
ция  f x  определена в некоторой точке x  n-мер- 
ного пространства, то она также определена  
и во всех точках вида x . Принципиальное разли-
чие между однородностью и положительной од-
нородностью можно увидеть на примере функций 
 f x x  и  f x x  либо  f x x .  
Дополнение 2. Определение (4) следует с осто-

рожностью применять при нецелочисленных сте-
пенях однородности и  ,   , поскольку  
в этом случае степенная функция   m   , во-
обще говоря, не определена для отрицательных 
значений   и ее надо аккуратно доопределить так, 
чтобы условие      1 2 1 2        выполнялось 
при любых знаках у 1  и 2 .  

Линейность. Если 1f , 2f , …, kf  — однород-
ные функции с одной и той же степенью однород-
ности ,m  их линейная комбинация с постоянными 
коэффициентами также будет однородной функ-
цией со степенью однородности, равной m . Ана-
логичное утверждение справедливо для положи-
тельно однородных функций. 

Дифференцирование. Если f  — непрерывно 
дифференцируемая во всех точках (возможно, за 
исключением начала координат) однородная 
функция степени ,m  то любая ее частная произ-
водная первого порядка является однородной 
функцией степени 1m  . Аналогичное утвержде-
ние справедливо для положительно однородных 
функций. 

Доказательство. Продифференцируем правую 
и левую части соотношения однородности (4)  
по соответствующей переменной. Результатом 
будет соотношение однородности типа (4) со сте-
пенью однородности 1m   для частной производ-
ной от рассматриваемой функции. Непрерывная 



А. С. БЕРДНИКОВ, Н. К. КРАСНОВА, К. В. СОЛОВЬЁВ и др. 

НАУЧНОЕ ПРИБОРОСТРОЕНИЕ, 2019, том 29, № 4 

86 

дифференцируемость функции требуется, чтобы 
можно было безопасно дифференцировать левую 
часть выражения (4) как сложную функцию. 

Универсальная форма записи. Чтобы функция 
f  от n  переменных была однородной функцией 

со степенью однородности ,m  необходимо и дос-
таточно, чтобы ее при 1 0x   можно было пред-
ставить в виде 

   1 2 1 2 1 3 1 1, , , , , ,m
n nf x x x x h x x x x x x  , (5) 

где h  — это функция  1n   переменных, взаим-
но-однозначно связанная с функцией .f  Для по-
ложительно однородной функции представление 
(5) распадается на две ветви: при 1 0x   и при 

1 0x  , в каждой из которых используется, вообще 
говоря, своя функция h , а множитель 1

mx  в фор-

муле (5) заменяется на множитель 1
mx . При 

1 0x   функция  20, , , nf x x  оказывается одно-
родной (либо положительно однородной), но от 
меньшего числа переменных, в силу чего к ней 
снова может быть применена параметризация вида 
(5), пока не будет исчерпано число переменных. 

Доказательство. Очевидно, что если функция 
f  может быть записана в виде (5), то она является 

однородной (положительно однородной) по Эйле-
ру функцией со степенью однородности m  в соот-
ветствии с определением (4). Для доказательства 
необходимости формы (5) надо подставить в соот-
ношение однородности (4) значение 11 x   (либо 
значение 11 x    для положительно однородной 
функции при 1 0x  ), перенести множитель 1

mx   
из правой части равенства в левую и определить 
функцию h  в соответствии с правилом 

   2 2, , 1, , ,n nh t t f t t  .  (6) 

Для положительно однородных функций функ-
ция h , соответствующая области 1 0x   (если рас-
сматриваемая положительно однородная функция 
определена в этой области), определяется как 

   2 2, , 1, , ,n nh t t f t t     .  (7) 

Теорема Эйлера для однородных функций. 
Для того чтобы непрерывно дифференцируемая 
функция f  была функцией, однородной по Эйле-
ру со степенью однородности ,m  необходимо  
и достаточно, чтобы во всех точках  n-мерного 
пространства, где определена функция ,f  было 
выполнено дифференциальное соотношение Эй-
лера для однородных функций: 

1 2
1 2

n
n

f f fx x x mf
x x x
  

   
  

 .       (8) 

Для положительно однородных функций до-
пустимо, если в начале координат функция f   
не будет дифференцируемой (и, соответственно, 
соотношение (8) не будет выполняться в начале 
координат). 

Доказательство. Необходимость дифференци-
ального соотношения Эйлера (8) для дифференци-
руемых однородных функций получается при 
дифференцировании соотношения однородности 
(4) по   в точке 1  . Для доказательства утвер-
ждения, что когда (8) выполняется во всех точках 
пространства, то функция  f x  будет удовлетво-
рять тождеству однородности (4), рассматривается 
функция     .mf    x  Ее производная  
по переменной   равна нулю тождественно, по-
скольку условие (8) выполняется во всех точках,  
в том числе и в точке x . Отсюда следует, что 
  const .    Однако тождество    1    экви-

валентно соотношению однородности (4) для 
функций, однородных по Эйлеру со степенью од-
нородности, равной .m  Если же условие (8) нару-
шается в начале координат и, соответственно, ус-
ловие   0    нарушается в точке 0  , то до-
пустимо говорить лишь о положительной одно-
родности функции   ,f x  поскольку в этом случае 
функция     может распадаться на две незави-
симые константы, соответствующие отрезкам 

0   и 0  . 
Мощность множества однородных гармони-

ческих функций. В случае однородных электриче-
ских и магнитных полей при получении аналити-
ческих выражений для их скалярных потенциалов 
требуется предпринимать дополнительные и целе-
направленные усилия, поскольку таких функций в 
некотором смысле "много меньше", чем обычных 
гармонических функций.  

Доказательство. Действительно, трехмерная 
гармоническая функция общего вида  , ,U x y z  
полностью определяется двумя произвольными 
функциями двух переменных — например, значе-
нием      0 , , ,0U x y U x y  функции  , ,U x y z  
вдоль плоскости 0z   и значением 

     0,n , , ,0U x y U x y z    нормальной производ-
ной функции  , ,U x y z  вдоль плоскости 0z  . 
Это следует из того факта, что решение такой за-
дачи Коши для трехмерного уравнения Лапласа 
однозначным образом находится (по крайней мере 
в окрестности плоскости 0z  ) с помощью ряда 
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Шерцера по переменной z :  
         

        
        

            
            

0 0,n

2
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, 2 , ,
4!
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xx yy

xxxx xxyy yyyy

xxxx xxyy yyyy

U x y z U x y zU x y

z U x y U x y

z U x y U x y

z U x y U x y U x y

z U x y U x y U x y

  

  

  

   

   

  (9) 
где коэффициенты перед степенями переменной z  
выражаются однозначным образом через функции 

 0U ,  0,nU  и их частные производные, поскольку 
функция U  обязана удовлетворять уравнению Ла-
пласа.  

Для получения трехмерной однородной гармо-
нической функции степени m  необходимо и дос-
таточно, чтобы функции      0 , , ,0U x y U x y   
и      0,n , , ,0U x y U x y z    были однородными 
по Эйлеру со степенями однородности m  и 
 1m   соответственно. Необходимость этого тре-
бования очевидна и вытекает из общих свойств 
функций, однородных по Эйлеру. Достаточность 
следует из формулы (9) и того факта, что частные 
производные однородных функций    0 ,U x y  и 

   0,n ,U x y  сами являются однородными функ-
циями соответствующей степени [34, 35]. Однако 
однородная по Эйлеру функция двух переменных 
задается с помощью произвольной функции одно-
го переменного, как это следует из ее представле-
ния в виде    , kf x y x g y x  [34–36]. Тем самым 
трехмерные однородные функции однозначным 
образом определяются через две произвольные 
функции всего лишь одного вещественного пере-
менного в отличие от трехмерных гармонических 
функций общего вида. 

ПЛАНАРНЫЕ ОДНОРОДНЫЕ ПОТЕНЦИАЛЫ 

Планарные потенциалы зависят лишь от двух 
декартовых переменных из трех имеющихся  
и удовлетворяют двумерному уравнению Лапласа 

   2 2

2 2

, ,
0

U x y U x y
x y

 
 

 
.  (10) 

Будем искать решение уравнения (10) в виде 

   2 2, arctg ,
m yU x y x y F

x
      

  
      (11) 

где  F t  — пока не известная функция, в качестве 
аргумента которой подставляется выражение 

 arctg y x . Формула (11) является слегка моди-
фицированным вариантом универсальной форму-
лы (5). Это гарантирует, что решение уравнения 
(10) будет однородной функцией степени m  и од-
новременно позволяет не упустить ни одного ин-
тересующего нас решения. 

После подстановки (11) в уравнение (10) полу-
чается обыкновенное дифференциальное уравне-
ние     2 0F t m F t    с решениями 

при 0m  :   1 1cos sinF t c mt c mt  ,  (12) 
при 0m  :   1 2F t c c t  ,   (13) 

где 1c  и 2c  — произвольные константы. Таким 
образом, все планарные однородные гармониче-
ские потенциалы в соответствии с полученными 
решениями (12) и (13) исчерпываются формулами: 

   
 

2 2
1

2 2
2

, cos arctg

sin arctg ,

m

m

yU x y c x y m
x

yc x y m
x

      
  

      
  

 (14)
 

  1 2, arctg yU x y c c
x

    
 

.   (15) 

При натуральных значениях m  выражения (14) 
сводятся к классическим гармоническим полино-
мам от двух переменных:  

x , y , 2 2x y , xy , 3 23x xy , 2 33x y y , …; 
при отрицательных целочисленных значениях 
m  — к классическим двумерным мультипольным 
функциям: 

2 2

x
x y

, 2 2

y
x y

, 
 

2 2

22 2

x y

x y




, 
 22 2

xy

x y
, 

 
3 2

32 2

3x xy

x y




, 
 

2 3

32 2

3x y y

x y




, …   

Решения, соответствующие выбору констант 
1 0c  , 2 0c   в формулах (14), (15) будут симмет-

ричными по переменной y . Решения, соответст-
вующие выбору констант 1 0c  , 2 0c   в форму-
лах (14), (15), будут антисимметричными по пере-
менной y . 
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СКРЕЩЕННЫЕ ОДНОРОДНЫЕ ПОТЕНЦИАЛЫ 

Полезной разновидностью трехмерных одно-
родных полей являются скрещенные поля, описы-
ваемые суммой двух потенциалов, каждый из ко-
торых является двумерным по своему направле-
нию: 

     , , , ,a bU x y z U y z U x z  . (16) 

Такие потенциалы были предложены в [37–40] 
с целью синтеза транспортирующих электронно-  
и ионно-оптических систем с разделением движе-
ния заряженных частиц в плоскости симметрии 
OXY  на два независимых движения, которые вы-
полняются  вдоль оси OX  и вдоль оси  OY . 

Очевидно, что когда  ,aU y z  и  ,bU y z  — од-
нородные гармонические планарные функции, оп-
ределяемые формулами (14), (15), потенциал (16) 
будет однородной функцией. Возникает вопрос, 
существуют ли еще решения, когда (16) будет од-
нородной гармонической функцией? 

Продифференцируем выражение (16) по пере-
менной x . Результатом будет однородная функция 
степени  1m  , причем зависящая только от пе-
ременных x  и z. Если обозначить ее как  ,bu x z , 
то из условия    , ,b bU x z x u x z    следует со-
отношение 

     
0

, , d
x

b b b
x

U x z u t z t c z  ,  (17) 

где  bc z  произвольная функция переменной z .  
В частном случае можно подобрать функцию 
 bc z  так, чтобы функция (17) была однородной 

функцией степени m : 

     

     

   
       

     

   
     

0

0

0

0 0

, ,
,

,
, , d

, ,
1 , d

,
, , d

, .

b b
b

x
b

b b
x

b b

x
b b

b
x

x
b

b b
x

b b

b b b

U x z U x z
x z mU x z

x z
u t z

xu x z z mu t z t
z

zc z mc z

u t z u t z
t z m u t z t

t z

u t z
xu x z t u t z t

t

zc z mc z

zc z mc z x u x z

 
  

 
  

     
  

   
       

  
     

  

  







 

Действительно, из обыкновенного дифферен-

циального уравнения 

     0 0 , 0b b bzc z mc z x u x z         

можно найти такую функцию  bc z , чтобы функ-
ция (17) удовлетворяла дифференциальному крите-
рию Эйлера для однородных функций и, следова-
тельно, являлась однородной функцией степени m. 

Аналогичные рассуждения после дифференци-
рования уравнения (16) по переменной y  спра-
ведливы для функции  ,aU y z . Поэтому однород-
ную функцию (16) степени m  можно записать  
в виде  

       , , , ,a bU x y z U y z U x z C z   ,     

где  ,aU y z  и  ,bU x z  будут однородными функ-
циями степени m . Но тогда и функция  C z  обя-
зана быть однородной функцией степени m , т.е. 
с точностью до константы-множителя совпадать  
с функцией mz . Соответственно, однородную 
функцию  C z  можно без потери общности при-
соединить либо к однородной функции  ,aU y z , 
либо к однородной функции  ,bU x z . 

Рассмотрим функцию 

   
 

2 2

2 2

, , arctg

arctg

a

b

yU x y z y z F
z

xx z F
z

      
  

      
  

 (18)

 

с пока что не определенными функциями  aF t , 
 bF t . Выражение (18) будет самой общей формой 

записи однородных функций вида (16) со скре-
щенными переменными. 

После подстановки (18) в трехмерное уравне-
ние Лапласа и замены переменных x z , y z  
получаем уравнение с разделяющимися перемен-
ными ,  : 

      
      

2 12 2

2 12 2

1 arctg arctg

1 arctg arctg 0.

m

b b

m

a a

F m F

F m F

  

  





  

   
 

Из этого уравнения следуют условия: 

       
       

2 22 2
0

2 22 2
0

1 tg ,

1 tg ,

m

a a

m

b b

t F t m F t C

t F t m F t S





  

  
       (19) 

где 0C  и 0S  — некоторые константы, удовлетво-
ряющие условию 0 0 0C S  .  
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Если 0m   и 1m  , то решение уравнений (19) 
будет иметь вид 

   

   

0

0

coscos cos ,
1

coscos cos ,
1

m

a a a

m

b b b

tF t C mt S mt C
m m

tF t C mt S mt S
m m

  


  


   (20) 

где aC , aS , bC , bS , 0C , 0S  — константы. Однако 
после подстановки (20) в (18) "лишние" константы 

0C , 0S  сократятся в силу условия 0 0 0C S  ,  
а все возможные решения для  , ,U x y z  можно 
будет записать в виде (16), где  ,aU y z  и  ,bU x z  
будут однородными гармоническими планарными 
функциями, которые задаются формулами (14). 

При 0m   общее решение для уравнений (19) 
будет иметь вид 

   
   

0

0

ln cos ,

ln cos ,
a a a

b b b

F t C S t C t

F t C S t S t

  

  
   

где 0 0 0C S  . Тогда функция  , ,U x y z  будет 
описываться формулой  

  0 1 2

2 2

3 2 2

, , arctg arctg

ln ,

y xU x y z c c c
z z

y zc
x z

         
   




       (21)

 

где 0c , 1c , 2c , 3c  — произвольные константы. Ба-
зисные функции, соответствующие константам 0c , 

1c , 2c , являются двумерными планарными гармо-
ническими функциями, однородными по Эйлеру,  
а базисная функция, соответствующая константе 

3c , является новым однородным решением. 
При 1m   общее решение для уравнений (19) 

будет иметь вид 

    
    

0

0

cos sin sin cos ln cos ,

cos sin sin cos ln cos ,
a a a

b b b

F t C t S t C t t t t

F t C t S t S t t t t

    

    
 

где 0 0 0C S  . Тогда функция  , ,U x y z  будет 
описываться формулой  

  0 1 2

2 2

3 2 2

, ,

arctg arctg ln ,

U x y z c z c x c y

x y y zc x y z
z z x z

   

               
  (22)

 

где 0c , 1c , 2c , 3c  — произвольные константы.  
Базисные функции, соответствующие константам 

0c , 1c , 2c , являются двумерными планарными 
гармоническими функциями, однородными  
по Эйлеру, а базисная функция, соответствующая 
константе 3c , является новым однородным реше-
нием. 

КООРДИНАТНО-СКРЕЩЕННЫЕ ОДНОРОДНЫЕ 
ПОТЕНЦИАЛЫ 

Исследуем условия, когда скалярные функции 
вида 

       , , , , ,a b cU x y z U y z U x z U x y    (23) 

оказываются трехмерными однородными гармо-
ническими функциями. После полного анализа 
этой задачи формулы, полученные в предыдущем 
разделе, становятся частным случаем однородных 
гармонических потенциалов вида (23). 

После дифференцирования однородной функ-
ции (23) степени m  по x  и по y  получается 
функция  ,cu x y , однородная по Эйлеру со сте-
пенью однородности  2m   и не зависящая от 
переменной z . Из равенства  2 ,cU x y x y     

 ,cu x y  следует условие 

       
0 0

, , d d ,
yx

c c a b
x y

U x y u t t c x c y      (24) 

где  ac x  и  bc x  — пока что произвольные 
функции от соответствующих переменных.  

Для общей формулы (24) в частном случае 
можно подобрать функции  ac x  и  bc x  так, 
чтобы функция (24) была однородной функцией 
степени .m  Действительно, вычислим значение 
дифференциального критерия Эйлера для функции 
(24): 

     

     

       
     

     

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

0 0

, ,
,

, d , d , d d

,
, d d , d

,
, d d , d

c c
c

y yx x

c c c
y x x y

a b a b

y yx
c

c c
y x y

yx x
c

c c
x y x

U x y U x y
x y mU x y

x y

xu x yu t y t m u t t

xc x yc y mc x mc y

u t
t u t t x u x

t

u t
u t t y u t y t

   


   


  



 
  

 

   

     

  
     

  
     

   

  

  
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     

   
       

     

     

0 0

0 0

0

0

0 0

0 0

, d d

, ,
2 , d d

, d

, d .

yx

c a b
x y

a b

yx
c c

c
x y

x

a a c
x

y

b b c
y

m u t t xc x yc y

mc x mc y

u t u t
t m u t t

t

xc x mc x y u t y t

yc y mc y x u x

 

 
  



 

    

  

   
       

   

  

 

 




    

Поэтому, если функции  ac x  и  bc x  являют-
ся решениями обыкновенных дифференциальных 
уравнений 

     

     

0

0

0 0

0 0

, d 0,

, d 0,

x

a a c
x

y

b b c
y

xc x mc x y u t y t

yc y mc y x u x  

   

   




 

то функция (24) будет удовлетворять дифферен-
циальному критерию Эйлера для однородных 
функций и, следовательно, будет однородной 
функцией степени m . 

Аналогичные рассуждения справедливы для 
функций  ,aU y z  и  ,bU x z . Поэтому однород-
ную функцию (23) степени m  можно записать  
в виде   

       
     

, , , , ,

,
a b c

a b c

U x y z U y z U x z U x y

C x C y C z

   

    (25)
 

где  ,aU y z ,  ,bU x z  и  ,cU x y  — это однород-
ные функции степени m , а  aC x ,  bC y  и  

 cC z  — это некоторые пока что не определенные 
вспомогательные функции.  

Поскольку как функция  , ,U x y z , так и функ-
ции  ,aU y z ,  ,bU x z  и  ,cU x y  являются одно-
родными функциями степени m, то и функция 

     a b cC x C y C z   также обязана быть одно-
родной функцией степени m. Следовательно, для 
нее должно быть выполнено дифференциальное 
условие Эйлера для однородных функций, которое 
в данном случае принимает вид уравнения с раз-
деляющимися переменными: 

         a a b bxC x mC x yC y mC y       

     0.c czC z mC z    

При 0m   отсюда следует решение 

 

 

   

0

0

0 0

1 ,

1 ,

1 ,

m
a a

m
b b

m
c a b

C x Ax H
m

C y By H
m

C z Cz H H
m

 

 

  

   

где A , B , C , 0aH , 0bH  — это произвольные кон-
станты.  

При 0m   решение имеет вид 

 
 
   

0

0

0

ln ,

ln ,

ln ,

a a

b b

c c

C x A x H

C y B y H

C z A B z H

 

 

   

   

где A , B , 0aH , 0bH , 0cH  — это произвольные 
константы. 

Но в таком случае функции  aC x ,  bC y   
и  cC z  в уравнении (25) можно объединить с од-
нородными функциями  ,aU y z ,  ,bU x z  и 

 ,cU x y  степени ,m  т.е. без ограничения общно-
сти положить функции  aC x ,  bC y  и  cC z   
в уравнении (25) равными нулю 

1) когда 0m  : 

   

   

   

1 1, , ,
2 2
1 1, , ,
2 2
1 1, , ,
2 2

m m
a a

m m
b b

m m
c c

U y z U y z By Cz

U x z U x z Ax Cz

U x y U x y Ax By

  

  

  







  

2) когда 0m  : 

       

 

       

 

       

0 0 0

0 0 0

0 0 0

, , ln
1 ,
3

, , ln
1 ,
3

1, , ln .
3

a a

a b c

b b

a b c

c c a b c

U y z U y z B C y z

H H H

U x z U x z A C x z

H H H

U x y U x y C x y H H H

   

  

   

  

    







 

Представим теперь с учетом достигнутых ре-
зультатов однородную функцию (23) в виде 
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   
 

 

2 2

2 2

2 2

, , arctg

arctg

arctg ,

m

a

m

b

m

c

yU x y z y z F
z

xx z F
z

xx y F
y

      
  

      
  

  
    

  
 (26)

 

где  aF t ,  bF t  и  cF t  — некоторые пока не  
известные функции. Подстановка функции (26)  
в трехмерное уравнение Лапласа после замены 
переменных x pz , y qz  и упрощения полу-
чившихся выражений приводит к уравнению 

      
      
    

  

2 12 2

2 12 2

2 12 2

2

1 arctg arctg

1 arctg arctg

arctg

0.arctg

m

b b

m

a a

m

c

c

p F p m F p

q F q m F q

p q F q p

m F q p







  

   

  



 

    (27)

 

Определим новые функции  aG t  и  bG t   
в соответствии с равенствами 

      
 

2 12 21 arctg arctg

arctg ,

m

a a

a

q F q m F q

G q


  

   (28)
 

      
 

2 12 21 arctg arctg

arctg .

m

b b

b

p F p m F p

G p


  

   (29)
 

Уравнения (28), (29) можно рассматривать и 
как способ задать новые вспомогательные функ-
ции  aG t  и  bG t , и как способ для нахождения 
неизвестных функций  aF t  и  bF t  при условии, 
что функции  aG t  и  bG t  уже известны. После 
этого уравнение (27) приобретает вид 

     
   

 

2

2 12 2

arctg arctg

arctg arctg
.

c c

b a
m

F q p m F q p

G p G q

p q


  






 
 (30)

 

Упростим полученные уравнения. После под-
становки tgp    уравнение (29) приобретает вид 

       2 2cosm
b b bF m F G       ,  (31) 

после подстановки tgq   уравнение (28) приоб-
ретает вид 

       2 2cosm
a a aF m F G       ,  (32) 

после подстановки tgq p   уравнение (30) при-
обретает вид 

   
      

2

2
2

arctg tg arctg
cos ,

c c

a b m
m

F m F

G p G p
p

 






  


     (33)

 

а после подстановки / tgp q   это же самое 
уравнение приобретает вид 

   
      

2

2
2

arctg arctg tg
sin .

c c

a b m
m

F m F

G q G q
q

 






  


     (34)

 

Из уравнений (33), (34) следует, что функции 
 aG t  и  bG t  никак не могут быть произвольны-

ми: правые части уравнений (33) и (34) должны 
зависеть от  , но не от p  либо q . Чтобы найти, 
какими должны быть эти функции, продифферен-
цируем правую часть уравнения (33) по перемен-
ной p  и подставим в результирующее выражение 
значение 0  , а также продифференцируем пра-
вую часть уравнения (34) по переменной q  и под-
ставим в результирующее выражение значение 

2  . В случае, когда правые части уравнений 
(33) и (34) зависят лишь от переменной  , резуль-
тат в обоих случаях должен быть равен нулю.  
В итоге получим следующие дифференциальные 
уравнения для функций  aG t  и  bG t : 

 

      

 

      

2

2

arctg
1

2 0 arctg 0,

arctg
1

2 arctg 0 0.

b

a b

a

a b

p G p
p

m G G p

q G q
q

m G q G

 


   

 


   

 (35) 

Окончательно после очевидной замены пере-
менных из уравнений (35) получаем уравнения 

          
          
cos sin 2 0 0,

cos sin 2 0 0.
b a b

a a b

G m G G

G m G G

   

   

    

    
 (36) 

С учетом того, что  0aG  и  0bG  можно рас-
сматривать как некоторые заранее не известные 
константы, из этих обыкновенных дифференци-
альных уравнений можно получить сперва  
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необходимые, а потом и достаточные аналитиче-
ские выражения для функций  aG   и  bG  , ко-
торые гарантируют, что правая часть уравнения 
(33), равно как и правая часть уравнения (34) зави-
сит лишь от переменной  :  

 
 

2

2

tg ,

tg ,

m
a c b

m
b c a

G C C

G C C

 

 





 

  
    (37) 

где aC , bC , cC  — произвольные константы. При 
этом при 2m   константа cC  в уравнениях (37) 
становится, вообще говоря, избыточной, хотя сама 
формула остается правильной. 

Теперь из уравнений (31), (32) и (33) либо (34) 
можно определить функции  aF  ,  bF   и 

 cF  . Окончательный ответ имеет вид: 
1) при 0m  , 1m   и 2m   

   

   

   

cos sincos sin ,
1

cos sincos sin ,
1

cos sincos sin ;
1

m m
c b

a a a

m m
c a

b b b

m m
a b

c c c

C CF c m s m
m m

C CF c m s m
m m

C CF c m s m
m m

 
  

 
  

 
  


  




  




  



 

2) при 0m   

     
     
     

ln cos ln sin ,

ln cos ln sin ,

ln cos ln sin ;

a a a c b

b b b c a

c c c a b

F c s C C

F c s C C

F c s C C

   

   

   

   

   

   

 

3) при 1m   

 
  
  

 
  
  

 
  
  

cos sin

cos sin ln sin

sin cos ln cos ,

cos sin

cos sin ln sin

sin cos ln cos ,

cos sin

cos sin ln sin

sin cos ln cos ;

a a a

b

c

b b b

a

c

c c c

b

a

F c s

C

C

F c s

C

C

F c s

C

C

  

   

   

  

   

   

  

   

   

  

   

  

  

   

  

  

   

  

  

 
 

4) при 2m   

 
 
 

cos 2 sin 2 4 4,

cos 2 sin 2 4 4,

cos 2 sin 2 4 4,

a a a b c

b b b a c

c c c a b

F c s C C

F c s C C

F c s C C

  

  

  

   

   

   

  

где ac , as , bc , bs , cc , cs , aC , bC , cC  — произ-
вольные константы. Для однородных гармониче-
ских потенциалов  , ,U x y z  это дает формулы: 

1) при 0m  , 1m   и 2m   

      

    

    

    

    

    

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

, , cos arctg

sin arctg

cos arctg

sin arctg

cos arctg

sin arctg ;

m

a

m

a

m

b

m

b

m

c

m

c

U x y z c y z m y z

s y z m y z

c x z m x z

s x z m x z

c x y m x y

s x y m x y

  

  

  

  

  

   (38) 

2) при 0m   

     

 
2 2

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

, , arctg arctg

arctg ln

ln ln ;

a b

c a

b c

U x y z C s y z s x z

x ys x y C
x z

x y x zC C
y z y z

   


  



 
 

    (39)

 

3) при 1m   

       
2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

, ,

arctg arctg ln

arctg arctg ln

arctg arctg ln ;

c b a c a b

a

b

c

U x y z c s x s s y c c z

y x x zC y z x
x z y z

y y y zC x z y
x z x y

x y y zC x y z
z z x z

      

 
      

 
       

 
     

(40)
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4) при 2m   

    
  
  

2 2

2 2

2 2

, , 4 2

4 2

4 2 .

a a a

b b b

c c c

U x y z c C z y s yz

c C z x s xz

c C x y s xy

    

    

     (41)

 

Формула (41) является частным случаем фор-
мулы (38), соответствующей выбору 2m  .  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Из выражений (38), (39) и (40) следует, что все 
координатно-скрещенные однородные гармониче-
ские потенциалы являются линейной комбинацией  
с произвольными коэффициентами, составленной 
из планарных однородных потенциалов и скре-
щенных однородных потенциалов соответствую-
щей степени, которые конструируются для пар 
координат  ,x y ,  ,x z  и  ,y z . Кроме того, из 
выражений (38) и (41) следует, что при 0m    
и 1m   координатно-скрещенные однородные 
гармонические потенциалы представляют собой 
линейную комбинацию с постоянными коэффици-
ентами, составленную из планарных однородных 
гармонических потенциалов, и никаких других 
полезных аналитических решений в этом случае 
не образуется. 

Авторы заявляют, что у них нет конфликта инте-
ресов, в том числе и финансовых. Данная работа час-
тично выполнена в рамках НИР 0074-2019-0009, вхо-
дящей в состав гос. задания № 075-00780-19-02 Мини-
стерства науки и высшего образования Российской 
Федерации для ИАП РАН. Для аналитических выкладок 
использовалась программа Wolfram Mathematica версии 
11 (http://wolfram.com/mathematica/). 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

1. Габдуллин П.Г., Голиков Ю.К., Краснова Н.К., Давы-
дов С.Н. Применение формулы Донкина в теории 
энергоанализаторов. I // Журнал технической физики. 
2000. Т. 70, № 2. C. 91–94. 

2. Габдуллин П.Г., Голиков Ю.К., Краснова Н.К., Давы-
дов С.Н. Применение формулы Донкина в теории 
энергоанализаторов. II // Журнал технической физики. 
2000. Т. 70, № 3. С. 44–47. 

3. Голиков Ю.К., Краснова Н.К. Теория синтеза электро-
статических энергоанализаторов. СПб.: Изд-во Поли-
технического университета, 2010. 409 с. 

4. Голиков Ю.К., Краснова Н.К. Электрические поля, од-
нородные по Эйлеру, для электронной спектрографии // 
Журнал технической физики. 2011. Т. 81, № 2. С. 9–15. 

5. Краснова Н.К. Теория и синтез диспергирующих и 
фокусирующих электронно-оптических сред. Дис. ... 

д-ра физ.-мат. наук. СПб., 2013. 259 с. 
6. Голиков Ю.К., Краснова Н.К. Аналитические структу-

ры электрических обобщенно-однородных спектро-
графических сред // Научное приборостроение. 2014. 
Т. 24, №1. С. 50–58.  
URL: http://iairas.ru/mag/2014/abst1.php#abst6 

7. Голиков Ю.К., Краснова Н.К. Обобщенный принцип 
подобия и его применение в электронной спектрогра-
фии // Прикладная физика. 2007. № 2. С. 5–11.  

8. Аверин И.А., Бердников А.С., Галль Н.Р. Принцип по-
добия траекторий при движении заряженных частиц с 
разными массами в однородных по Эйлеру электриче-
ских и магнитных полях // Письма в Журнал техниче-
ской физики. 2017. Т. 43. № 3. С. 39–43. DOI: 
10.1134/S106378501702002X 

9. Бердников А.С., Галль Л.Н., Антонов А.С., Соловь-
ев К.В. Синтез краевых магнитных полей для статиче-
ских масс-анализаторов спектрографического типа // 
Масс-спектрометрия. 2018. Т. 15, № 1. С. 26–43.  

10. Голиков Ю.К., Бердников А.С., Антонов А.С., Красно-
ва Н.К., Соловьев К.В. Синтез электродных конфигу-
раций, сохраняющих для краевых электрических по-
лей свойство однородности по Эйлеру // Журнал тех-
нической физики. 2018. Т. 88, № 4. С. 609–613. DOI: 
10.21883/JTF.2018.04.45732.2483 

11. Голиков Ю.К., Бердников А.С., Антонов А.С., Красно-
ва Н.К., Соловьев К.В. Применение формулы Донкина 
в теории электростатических призм // Журнал техни-
ческой физики. 2018. Т. 88, № 11. С. 1711–1719. DOI: 
10.21883/JTF.2018.11.46635.2498 

12. Голиков Ю.К., Бердников А.С., Антонов А.С., Красно-
ва Н.К., Соловьев К.В. Применение формулы Донкина 
в теории отражающих и поворотных устройств  // 
Журнал технической физики. 2019. Т. 89, № 12. 
С. 1947–1964. DOI:  10.21883/JTF.2019.12.48496.201-18 

13. Бердников А.С., Аверин И.А. О невозможности двой-
ной фокусировки в комбинированных электрических 
и магнитных полях, однородных по Эйлеру // Масс-
спектрометрия. 2016. Т. 13, № 1. С. 67–70.  

14. Бердников А.С., Аверин И.А., Голиков Ю.К. Статиче-
ские масс-спектрографы нового типа, использующие 
электрические и магнитные поля, однородные по Эй-
леру. I. Общий принцип и однокаскадные схемы // 
Масс-спектрометрия. 2015. Т. 12, № 4. С. 272–281.  

15. Бердников А.С., Аверин И.А., Голиков Ю.К. Статиче-
ские масс-спектрографы нового типа, использующие 
электрические и магнитные поля, однородные по Эй-
леру. II. Условия двойной фокусировки высокого по-
рядка у двухкаскадной схемы // Масс-спектрометрия. 
2016. Т. 13, № 1. С. 11–20.  

16. Бердников А.С., Аверин И.А. Новый подход к разра-
ботке ионно-оптических схем статических масс-
спектрографов на основе неоднородных полей, одно-
родных по Эйлеру // Успехи прикладной физики. 
2016. Т. 4, № 1. С. 89–95. 

17. Аверин И.А., Бердников А.С. Краевые поля бессеточ-
ных электронных спектрографов с однородными по 
Эйлеру электростатическими полями // Успехи при-
кладной физики. 2016. Т. 4, № 1. С. 5–8. 

18. Голиков Ю.К., Уткин К.Г., Чепарухин В.В. Расчет эле-



А. С. БЕРДНИКОВ, Н. К. КРАСНОВА, К. В. СОЛОВЬЁВ и др. 

НАУЧНОЕ ПРИБОРОСТРОЕНИЕ, 2019, том 29, № 4 

94 

ментов электростатических электронно-оптических сис-
тем. Учебное пособие. Л.: Изд-во ЛПИ, 1984. 79 с. 

19. Голиков Ю.К., Соловьев К.В. Электростатические 
ионные ловушки. Санкт-Петербург: Издательство По-
литехнического университета, 2008. 152 с. 

20. Бердников А.С., Аверин И.А., Краснова Н.К., Соловь-
ев К.В. Простейшие аналитические электрические и 
магнитные потенциалы, однородные по Эйлеру // 
Вестник Актюбинского регионального государственно-
го университета им. К. Жубанова. 2016. № 2. С. 17–32. 

21. Бердников А.С., Аверин И.А., Краснова Н.К., Соловь-
ев К.В. Трехмерные электрические и магнитные по-
тенциалы, однородные по Эйлеру // Вестник Актю-
бинского регионального государственного универси-
тета им. К. Жубанова. 2016. № 2. С. 147–165. 

22. Бердников А.С., Аверин И.А., Краснова Н.К., Соловь-
ев К.В. Общие формулы для трехмерных электриче-
ских и магнитных потенциалов, однородных по Эйле-
ру с целочисленным порядком однородности // Науч-
ное приборостроение. 2016. Т. 26, № 4. С. 13–30. URL: 
http://iairas.ru/mag/2016/abst4.php#abst2 

23. Бердников А.С., Аверин И.А., Краснова Н.К., Соловь-
ев К.В. Интегральные формулы для трехмерных элек-
трических и магнитных потенциалов, однородных по 
Эйлеру с нецелочисленными порядками однородно-
сти // Научное приборостроение. 2016. Т. 26, № 4. 
С. 31–42. URL: http://iairas.ru/mag/2016/abst4.php#abst3 

24. Бердников А.С., Аверин И.А., Краснова Н.К., Соловь-
ев К.В. Квазиполиномиальные трехмерные электриче-
ские и магнитные потенциалы, однородные по Эйлеру 
// Научно-технические ведомости Санкт-Петербург-
ского государственного политехнического универси-
тета. Физико-математические науки. 2017. Т. 10, № 1. 
С. 71–80. 

25. Краснова Н.К., Бердников А.С., Соловьев К.В., Аве-
рин И.А. О квазиполиномиальных трехмерных потен-
циалах электрических и магнитных полей // Научно-
технические ведомости Санкт-Петербургского госу-
дарственного политехнического университета. Физи-
ко-математические науки. 2017. Т. 10, № 1. С. 81–92. 

26. Бердников А.С., Краснова Н.К., Соловьев К.В. Анализ 
интегральной формулы Уиттекера общего вида для 
электрических и магнитных потенциалов, однородных 
по Эйлеру // Научное приборостроение. 2017. Т. 27, 
№ 4. С. 63–71.  
URL: http://iairas.ru/mag/2017/abst4.php#abst8  

27. Бердников А.С., Краснова Н.К., Соловьев К.В. Инте-
гральная формула Уиттекера для электрических и 
магнитных потенциалов с нулевым порядком одно-
родности и ее следствия // Научное приборостроение. 
2017. Т. 27, № 4. С. 72–89.  
URL: http://iairas.ru/mag/2017/abst4.php#abst9  

28. Голиков Ю.К. Аналитические способы описания гар-
монических функций // Вестник Актюбинского регио-
нального государственного университета им. К. Жу-
банова. Физико-математические науки. 2016. № 2. 
С. 165–181. 

29. Бердников А.С., Галль Л.Н., Галль Н.Р., Соловьев К.В. 
Обобщение формулы Томсона для гармонических 
функций общего вида // Научно-технические ведомо-
сти СПбГПУ. Физико-математические науки. 2019. 
Т. 12, № 2. С. 32–48. DOI: 10.18721/JPM.12203 

30. Бердников А.С., Галль Л.Н., Галль Н.Р., Соловьев К.В. 
Обобщение формулы Томсона для гармонических од-
нородных функций // Научно-технические ведомости 
СПбГПУ. Физико-математические науки. 2019. Т. 12, 
№ 2. С. 49–62. DOI: 10.18721/JPM.12204 

31. Бердников А.С., Галль Л.Н., Галль Н.Р., Соловьев К.В. 
Базисные дифференциальные операторы Донкина для 
однородных гармонических функций // Научно-
технические ведомости СПбГПУ. Физико-
математические науки. 2019. Т. 12, № 3. С. 26–44. 
DOI: 10.18721/JPM.12303 

32. Бердников А.С., Галль Л.Н., Галль Н.Р., Соловьев К.В. 
Дифференциальные операторы Донкина для однород-
ных гармонических функций // Научно-технические 
ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 
2019. Т. 12, № 3. С. 45–62. DOI: 10.18721/JPM.12304 

33. Бердников А.С., Краснова Н.К., Соловьев К.В. Теорема 
о дифференцировании трехмерных электрических и 
магнитных потенциалов, однородных по Эйлеру // 
Научное приборостроение. 2017. Т. 27, № 3. С. 107–
119. URL: http://iairas.ru/mag/2017/abst3.php#abst13 

34. Фихтенгольц Г.М. Курс дифференциального и инте-
грального исчисления. Т. 1. М.: ФИЗМАТЛИТ, 2001. 
616 с. 

35. Смирнов В.И. Курс высшей математики. Т. 1. М.: Нау-
ка, 1974. 480 с. 

36. Бердников А.С., Аверин И.А., Краснова Н.К., Соловь-
ев К.В. Об однородности скалярных и векторных по-
тенциалов электрических и магнитных полей, одно-
родных по Эйлеру // Успехи прикладной физики. 
2017. Т. 5, № 1. С. 10–27. 

37. Галль Л.Н., Голиков Ю.К. Ахроматические электро-
статические транспортирующие элементы с плоско-
стью симметрии // "Научное приборостроение. При-
боры и средства автоматизации для научных исследо-
ваний". Сб. трудов НТО АН СССР. Л.: Наука, 1987. 
С. 11–15.  
URL: http://iairas.ru/mag/abst_90s.php?y=87&n=2#abst2 

38. Галль Л.Н., Голиков Ю.К. Ахроматические электро-
статические транспортирующие элементы с плоско-
стью симметрии // Научное приборостроение. 2014. 
Т. 24, № 1. С. 11–17.  
URL: http://iairas.ru/mag/2014/abst1.php#abst2 

39. Голиков Ю.К., Чепарухин В.В. Элементарные аппрок-
симации меридиональных траекторий в электростати-
ческом поле разностного типа // Тезисы докл. VI Все-
союзного семинара по численным методам решения 
задач электронной оптики. Рязань, 1978. 

40. Голиков Ю.К., Чепарухин В.В., Уткин К.Г. О фокусиров-
ке меридионального потока в поле разностного типа // 
Письма в ЖТФ. 1979. Т. 5, вып. 21. С. 1294–1296. 

 



ISSN 0868–5886                                         NAUCHNOE  PRIBOROSTROENIE, 2019, Vol. 29, No. 4, pp. 84–95 

95 

 
Институт аналитического приборостроения РАН,  
г. Санкт-Петербург (Бердников А.С., Соловьёв К.В., 
Кузьмин А.Г., Масюкевич С.В., Титов Ю.А., Голиков Ю.К.) 

Санкт-Петербургский политехнический универси-
тет Петра Великого (Краснова Н.К., Соловьёв К.В. 
Голиков Ю.К.) 

 

Контакты: Бердников Александр Сергеевич, 
asberd@yandex.ru 
 
 
 
 

Материал поступил в редакцию 10.09.2019  

 
 

CROSSED  HARMONIC  POTENTIALS  WHICH  ARE  HOMOGENEOUS  
IN  EULER’  TERMS 

 
A. S. Berdnikov1, N. K. Krasnova2, K. V. Solovyev1,2, A. G. Kuzmin1,  

S. V. Masyukevich1, Yu. A. Titov1, Yu. K. Golikov1,2 
 

1Institute for Analytical Instrumentation of RAS, Saint Petersburg, Russia 
2Peter The Great Saint Petersburg Polytechnic University, Russia 

 
This publication is a continuation of a series of works devoted to investigation of the properties of electron 

and ion optical systems and devices that use electric and magnetic fields uniform in Euler terms. For this type of 
electric and magnetic fields, the principle of similarity of the trajectories of Yu.K. Golikov is fulfilled. With the 
help of this principle it is possible to synthesize electron and ion optical systems with a priori specified unique 
properties. However, the effective use and optimization of such systems is hindered by the fact that the class of 
electric and magnetic fields homogeneous in Euler terms is not too large, and the analytical formulas for the sca-
lar potentials of homogeneous fields are not numerous. In this paper, we consider a special class of fields, for 
which three-dimensional homogeneous and harmonic scalar potentials are decomposed into the sum of several 
two-dimensional functions, which individually do not have to be either formulas harmonic or homogeneous (the 
so-called "crossed potentials", also called in some cases potentials of difference type). Such potentials are a use-
ful tool in the synthesis of electron and ion optical systems, since they allow us to divide the motion of charged 
particles in the meridional plane into two disjoint motions along two independent coordinates.As a result of the 
study, all possible analytical potentials for crossed homogeneous harmonic fields are obtained. In particular, it is 
shown that nontrivial solutions other than a superposition of the planar homogeneous harmonic functions are 
possible only for degrees of homogeneity equal to zero and one. 
 
 
Keywords: electric fields; harmonic functions; functions homogeneous in Euler’ terms; similarity principle for charged  
particle trajectories; analytical solutions of Laplace equation 
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