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Электрические и магнитные поля, однородные по Эйлеру, являются удобным инструментом при синтезе 
электронно- и ионно-оптических систем со специальными свойствами. Известно, что скалярные потенциалы 
подобных полей представляют собой трехмерные скалярные гармонические функции, однородные по Эйле-
ру, с заданной степенью однородности. Вопрос о параметризации трехмерных однородных гармонических 
функций с целочисленными степенями однородности исчерпывающим образом решается с помощью фор-
мул Донкина для однородных гармонических функций со степенями однородности 0 и –1, теоремы о диф-
ференцировании трехмерных однородных гармонических функций и формулы Томсона для однородных 
гармонических функций. Однако число аналитических формул, которые можно использовать для описания 
трехмерных скалярных гармонических функций при нецелочисленных степенях однородности, к сожале-
нию, в настоящий момент не слишком велико, а вопрос об исчерпывающем описании таких функций весьма 
далек от своего окончательного решения. В то же время использование трехмерных однородных гармониче-
ских потенциалов с нецелочисленными степенями однородности значительно расширяет инструментарий 
разработчиков электронно- и ионно-оптических систем. Целью данной работы является построение гипергео-
метрического базиса, составленного из базовых однородных гармонических функций с нецелочисленными 
степенями однородности, с помощью которого любую трехмерную однородную гармоническую функцию, не 
имеющую сингулярных точек за исключением луча x = y = 0,  z ≤ 0,  можно представить в виде бесконечного 
ряда наподобие ряда Фурье. Полученный результат, по-видимому, отчасти решает проблему исчерпывающего 
описания трехмерных скалярных однородных гармонических функций при нецелочисленных степенях одно-
родности. 
 
 
Кл. сл.: электрические поля; гармонические функции; функции, однородные по Эйлеру; принцип подобия 
траекторий в оптике заряженных частиц; формула Донкина; аналитические решения уравнения Лапласа 
 
 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Введение в проблему* 
Полезным инструментом при синтезе элек-

тронно- и ионно-оптических систем специального 
вида являются электрические и магнитные поля, 
однородные по Эйлеру [2–7]. Для полей, однород-
ных по Эйлеру, напряженность электрического 
поля E  и/или индукция магнитного поля B  
должны удовлетворять не только уравнениям 
Максвелла для электромагнитного поля, но и тож-
деству однородности: 
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* Этот подраздел вставлен авторами статьи для полноты 
изложения, хотя он почти полностью воспроизводит 
раздел "Базовые определения" статьи [1] этого же ав-
торского коллектива. (Ред.) 

где m  — степень однородности поля (не обяза-
тельно целочисленная). Траектории движения за-
ряженных частиц в электростатических и магни-
тостатических полях, однородных по Эйлеру, под-
чиняются принципу подобия траекторий 
Ю.К. Голикова [8, 9]. Отсюда следуют уникальные 
оптические свойства устройств, управляющих 
движением заряженных частиц, если эти устрой-
ства используют однородные по Эйлеру электри-
ческие и магнитные поля [2–6, 10–18]. 

Однородные по Эйлеру электрические или 
магнитные поля, подчиняющиеся тождеству (1), 
характеризуются скалярным электрическим или 
магнитным потенциалом в виде гармонической 
функции, которая будет однородной (точнее, по-
ложительно однородной) по Эйлеру в смысле, ко-
торый придается этому термину в классическом 
математическом анализе [19, 20]: 

   0 : , , , ,mU x y z U x y z       ,  (2) 
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где m  — степень однородности функции, совпа-
дающая со степенью однородности электрическо-
го или магнитного поля, как она определена с по-
мощью тождеств (1). Единственным исключением 
из данного общего правила являются поля с нуле-
вой степенью однородности — для таких полей 
скалярный потенциал U  в самом общем случае 
имеет вид: 

     2 2 2
0, , , , lnU x y z U x y z A z x y z     ,  (3) 

где 0U  является однородной гармонической 
функцией нулевой степени, а A  — произвольная 
константа. Очевидно, что при 0A   выражение (3) 
больше не является однородной по Эйлеру функ-
цией, хотя градиент функции (3) и подчиняется 
условиям однородности (1) для электрического 
либо магнитного поля. Вопрос об однородности 
скалярных и/или векторных потенциалов для по-
лей, однородных по Эйлеру, подробно исследует-
ся в [21].  

Исследования Ю.К. Голикова [4, 22, 23] на-
глядно демонстрируют, каким удобным и эффек-
тивным инструментом при синтезе новых элек-
тронно- и ионно-оптических систем являются ана-
литические методы и, в частности, аналитические 
выражения для потенциалов электрических и маг-
нитных полей. В случае однородных электриче-
ских и магнитных полей при получении аналити-
ческих выражений для их скалярных потенциалов 
требуется предпринимать дополнительные и целе-
направленные усилия, поскольку таких функций в 
некотором смысле "много меньше", чем обычных 
гармонических функций.  

Действительно, трехмерная гармоническая 
функция общего вида  , ,U x y z  полностью опре-
деляется двумя произвольными функциями двух 
переменных — например, значением    0 ,U x y   

 , ,0U x y  функции  , ,U x y z  вдоль плоскости 
0z   и значением      0,n , , ,0U x y U x y z     

нормальной производной функции  , ,U x y z  
вдоль плоскости 0z  . Это следует из того факта, 
что решение такой задачи Коши для трехмерного 
уравнения Лапласа однозначным образом нахо-
дится (по крайней мере, в окрестности плоскости 

0z  ) с помощью ряда Шерцера по переменной z:  
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  (4) 
где коэффициенты перед степенями переменной z  
выражаются однозначным образом через функции 

 0U ,  0,nU  и их частные производные, поскольку 
функция U  обязана удовлетворять уравнению Ла-
пласа.  

Для получения трехмерной однородной гармо-
нической функции степени m  необходимо и дос-
таточно, чтобы функции      0 , , ,0U x y U x y   
и      0,n , , ,0U x y U x y z    были однородными 
по Эйлеру со степенями однородности m  и 
 1m   соответственно (достаточность следует из 
формулы (4) и того факта, что частные производ-
ные однородных функций    0 ,U x y  и    0,n ,U x y  
сами являются однородными функциями соответ-
ствующей степени [19, 20]). Однако однородная 
по Эйлеру функция двух переменных задается  
с помощью произвольной функции одного пере-
менного, как это следует из ее представления  
в виде    , kf x y x g y x  [19, 20]. Тем самым 
трехмерные однородные функции однозначным 
образом определяются через две произвольные 
функции всего лишь одного вещественного пере-
менного в отличие от трехмерных гармонических 
функций общего вида, для однозначного опреде-
ления которых в соответствии с формулой (4) тре-
буется задать две произвольные функции двух пе-
ременных. 

Текущее состояние 
Для параметризации однородных гармониче-

ских функций 0-й степени и степени 1  исполь-
зуются явные формулы Донкина [2, 3, 12, 13, 24–
28]: 

 0 , , ,x yV x y z H
z r z r

     
,  (5) 

 1
1, , ,x yV x y z H
r z r z r

     
  (6) 

(здесь и далее для упрощения формул использует-
ся подстановка 2 2 2r x y z   ). Эти формулы 
устанавливают взаимно-однозначное соответствие 
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между решениями  ,H p q  двумерного уравнения 
Лапласа 0pp qqH H   и трехмерными однород-
ными гармоническими функциями со степенями 
однородности 0  и 1  (где для упрощения внеш-
него вида формул нижние индексы обозначают 
частные производные по соответствующим пере-
менным). Переход от формулы (5) к формуле (6)  
и обратно может быть выполнен с помощью фор-
мулы Томсона для однородных гармонических 
функций [29–42]: 

   2 1
1 , , , ,m

m mV x y z r V x y z 
   , (7) 

где  , ,mV x y z  и  1 , ,mV x y z   — это трехмерные 
гармонические функции, однородные по Эйлеру  
с соответствующими степенями однородности. 

Задача вычисления однородных гармонических 
функций с целочисленными степенями однород-
ности может считаться полностью решенной.  
С помощью дифференциальных операторов Том-
сона—Донкина первого порядка [39–42] либо  
с помощью теоремы о дифференцировании одно-
родных гармонических функций [24, 27, 57]  
в комбинации с формулой Томсона для трехмер-
ных гармонических функций [29–42] имеется воз-
можность получать из алгебраических формул 
Донкина (5), (6) алгебраически-дифференциаль-
ные формулы для произвольной целочисленной 
степени однородности. Эти формулы позволяют 
выразить трехмерные однородные гармонические 
функции общего вида через решения двумерного 
уравнения Лапласа [24–27], причем гарантируется, 
что ни одна трехмерная однородная функция не 
будет пропущена. Публикации [25, 26] являются, 
по всей видимости, первыми, в которых исчерпы-
вающим образом решен вопрос о перечислении 
всех трехмерных однородных гармонических 
функций с целочисленными порядками однород-
ности. Некоторым недостатком указанной проце-
дуры является то, что для целочисленных степе-
ней однородности, отличных от 0  и 1 , несовпа-
дающие друг с другом решения двумерного урав-
нения Лапласа могут порождать одинаковые 
трехмерные однородные функции. При этом чем 
больше модуль степени однородности, тем выше 
коэффициент повторяемости для трехмерных од-
нородных функций, генерируемых с помощью со-
ответствующих алгебраически-дифференциаль-
ных формул.  

К сожалению, решение задачи полного и кон-
структивного перечисления трехмерных однород-
ных функций с нецелочисленными степенями од-
нородности на настоящий момент неизвестно. Не-
которые полезные аналитические выражения для 
гармонических функций, однородных по Эйлеру, 
которые можно использовать в качестве скаляр-

ных потенциалов, приводятся в [24, 43–49]. Огра-
ниченную практическую применимость имеют 
интегральные выражения для однородных гармо-
нических функций с нецелочисленными степеня-
ми однородности, которые приводятся в [45, 48, 
49]. Однако, если ограничиваться лишь этими час-
тичными аналитическими выражениями, то при 
оптимизации новых электронно- и ионно-опти-
ческих систем есть большой риск пропустить дей-
ствительно оптимальное решение.  

Формулировка задачи 
Данная работа посвящена исследованию одного 

из возможных подходов к решению задачи о пол-
ном перечислении однородных гармонических 
функций с нецелочисленными степенями одно-
родности. А именно, для разложения в ряд общего 
вида трехмерных однородных гармонических 
функций с произвольной степенью однородности 
будут сконструированы базисы из эталонных од-
нородных гармонических функций, являющихся 
аналогом тригонометрического ряда Фурье. Как 
известно, с помощью ряда Фурье любую непре-
рывную периодическую функцию (возможно, об-
ладающую конечным числом точек разрыва пер-
вого рода) можно однозначным образом разло-
жить в ряд по тригонометрическим функциям. 
Аналогичным образом любую трехмерную одно-
родную гармоническую функцию общего вида,  
у которой нет дополнительных сингулярных точек 
кроме, возможно, начала координат и/или лучей 

0, 0x y z    либо 0, 0x y z   , можно раз-
ложить в сходящийся ряд по рассматриваемым 
базисным функциям. Хотя такой подход и нельзя 
рассматривать как окончательное решение про-
блемы полного и конструктивного перечисления 
трехмерных однородных гармонических функций 
(поскольку при разложении в ряд достаточно про-
стые алгебраические выражения способны пре-
вращаться в трудно обозримый бесконечный ряд  
с весьма сложной структурой), подобного рода 
базисы могут оказаться полезным инструментом 
при исследовании трехмерных однородных гар-
монических функций.  

СВЯЗЬ МЕЖДУ ТРЕХМЕРНЫМИ  
ОДНОРОДНЫМИ ГАРМОНИЧЕСКИМИ  

ФУНКЦИЯМИ И ДВУМЕРНЫМИ  
ЭЛЛИПТИЧЕСКИМИ УРАВНЕНИЯМИ 

Для дальнейших выкладок потребуется взаим-
но-однозначный переход от трехмерных однород-
ных гармонических функций к двумерным функ-
циям, которые удовлетворяют некоторым вспомо-
гательным двумерным эллиптическим уравнени-
ям. Данная операция представляет определенный 
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интерес и сама по себе, поэтому рассмотрим этот 
момент подробнее. 

Для трехмерных гармонических функций сте-
пени 0 и степени 1  имеются формулы Донкина 
(5), (6), которые устанавливают взаимно-
однозначное соответствие между решениями 

 ,H p q  двумерного уравнения Лапласа 
0pp qqH H   и трехмерными однородными гар-

моническими функциями со степенями однород-
ности 0  и 1 . По аналогии любую однородную 
функцию  , ,U x y z  степени m  с помощью взаим-
но-однозначной замены переменных Донкина 

 

2 2

2 2

2 2

2 2

2 ,, 1
2, ,

1
, 1

1

px xp p qz r
y qq y

z r p q
r p q

z
p q





 


         

   
        

 (8) 

можно представить в виде  

 , , ,m x yU x y z r H
z r z r

     
  (9) 

(это представление является слегка модифициро-
ванной формой универсального представления 
   1 2 1 2 1 1, , ,m

n nf x x x x h x x x x   для однород-
ных функций степени m  [20, 21]). С помощью 
подстановки выражения (9) в трехмерное уравне-
ние Лапласа 0xx yy zzU U U    легко можно уста-
новить, что для того, чтобы функция (9) была гар-
монической (удовлетворяла трехмерному уравне-
нию Лапласа), необходимо и достаточно, чтобы 
функция  ,H p q  удовлетворяла двумерному эл-
липтическому дифференциальному уравнению  
в частных производных определенного вида: 

   

 
 

 

2 2

2 2

22 2

, ,

4 1
, 0.

1

H p q H p q
p q
m m

H p q
p q

 
 

 


 

 
           (10)

 

Подстановка (9), (10) является взаимно-
однозначной. Действительно:  

а) если  , ,U x y z  является однородной гармо-
нической функцией степени m , то существует та-
кая функция  ,H p q , с помощью которой функ-
ция U  может быть представлена в виде (9), при-

чем функция  ,H p q  обязана будет подчиняться 
уравнению (10);  

б) если функция  ,H p q  подчиняется уравне-
нию (10), то функция  , ,U x y z , вычисленная  
в соответствии с правилом (9), будет однородной 
гармонической функцией степени m ;  

в) разным функциям  , ,U x y z  соответствуют 
разные функции  ,H p q , а при выборе разных 
функций  ,H p q  получаются разные функции 
 , ,U x y z .  
Например, если требуется проанализировать 

некоторое соотношение между однородной гар-
монической функцией  , ,U x y z  степени m  и од-
нородной гармонической функцией  , ,V x y z  сте-
пени j , то подстановка  

 , , ,m x yU x y z r H
z r z r

     
,   

     

 , , ,j x yV x y z r J
z r z r

     
   

     
позволяет без потери общности свести задачу  
к анализу эквивалентного соотношения между 
функциями двух переменных  ,H p q  и  ,J p q , 
подчиняющимися уравнениям 

     
 

 
2 2

22 2 2 2

, , 4 1
, 0

1

H p q H p q m m
H p q

p q p q

  
  

   
,

     
     

 
 

2 2

22 2 2 2

, , 4 1
, 0

1

J p q J p q j j
J p q

p q p q

  
  

   
.

      
Подстановка (9) не является единственно воз-

можной. В равной степени можно использовать 
подстановки 

   , , ,m x yU x y z z r H
z r z r

      
,  (11) 

 , , ,m x yU x y z r H
r r

   
 

,   (12) 

 , , ,m x yU x y z z H
z z

   
 

,   (13) 

которые, как и формула (9), являются взаимно-
однозначным способом параметризации трехмер-
ных однородных функций общего вида с помощью 
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произвольных вспомогательных двумерных функ-
ций  ,H p q . Для того, чтобы функция вида (11) 
была однородной гармонической функцией, дву-
мерная функция  ,H p q  должна удовлетворять 
эллиптическому уравнению 

 
2 2

2 2
2 2

2

1 4

4 4 0.

H H Hp q mp
p q p

Hmq m H
q

   
        


  

       (14)

 

Для того чтобы функция вида (12) была одно-
родной гармонической функцией, двумерная 
функция  ,H p q  должна удовлетворять эллипти-
ческому уравнению 

   

 

2 2 2
2 2

2 21 2 1

2 2 1 0.

H H Hp pq q
p p q q

H Hp q m m H
p q

  
    

   
 

    
   (15)

 

Наконец, для того чтобы функция вида (13) бы-
ла однородной гармонической функцией, двумер-
ная функция  ,H p q  должна удовлетворять эл-
липтическому уравнению 

   

     

2 2 2
2 2

2 21 2 1

2 1 2 1 1 0.

H H Hp pq q
p p q q

H Hm p m q m m H
p q

  
    

   
 

      
    (16)

 

Приведенные здесь способы параметризации 
однородных гармонических функций являются, 
по-видимому, самыми очевидными, но далеко не 
единственными. Выбор того, какую именно под-
становку следует использовать для решения кон-
кретной задачи, определяется удобством манипу-
лирования тем или иным двумерным эллиптиче-
ским уравнением в частных производных приме-
нительно к рассматриваемой задаче, а также эсте-
тическими предпочтениями исследователя. 

КОНСТРУИРОВАНИЕ  
ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКОГО БАЗИСА  

ДЛЯ КРУГА 

Рассмотрим параметризацию трехмерных од-
нородных гармонических функций в форме (9), 
(10). С помощью замены переменных (8) трехмер-
ное полупространство 0z   отображается на 
внутреннюю часть 2 2 1p q   единичной окруж-

ности с центром в начале координат. При этом 
полупространство 0z   отображается на внеш-
нюю часть 2 2 1p q   этой же окружности,  
а плоскость 0z   отображается на саму окруж-
ность 2 2 1p q  .  

Перейдем в уравнении (10) от декартовых пе-
ременных  ,p q  к полярным координатам  ,  : 

 

2 2 cos ,,
sin .arctg

pp q
qq p

 
 

      
  (17) 

После такой замены переменных решения 
 ,mH p q  уравнения (10), полученного для трех-

мерных однородных гармонических функций сте-
пени ,m  преобразуются в решения  ,m    эк-
вивалентного линейного дифференциального 
уравнения второго порядка в частных производ-
ных: 

 
 

2 2

22 2 2 2

4 11 1 0.
1

m m m
m

m m
     

    
    

   
  (18) 

Предположим, что функция  ,mH p q  не имеет 
особых точек внутри единичного круга 

2 2 1p q  . Тогда функцию  ,m   , которая 
является периодической по переменной   с пе-
риодом 2 , можно разложить в сходящийся ряд 
Фурье 

   
  

0 ,0

,
1,

,

cos sin ,
m m

m k k k
k

c

c k s k

  

  
 

   

     (19) 

где kc  и ks  — произвольные константы, а функ-
ции  ,m k   в соответствии с условием (18) обя-
заны будут удовлетворять обыкновенному диффе-
ренциальному уравнению 

   

 
 

 

, ,

2

,2 22

1

4 1
0.

1

m k m k

m k

m m

 


 


    

     
  

 (20)
 

У уравнения (20) имеется единственное (с точ-
ностью до множителя) решение, не имеющее син-
гулярности в точке 0  . Это решение можно за-
писать как 

    12
, 1

mk
m k   


     
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 2
2 1 1 , 1 ; 1 ; ,F m m k k            (21) 

где  2 1 , ; ;F a b c z  —  гипергеометрическая функция 
[50–52].  

Гипергеометрическая функция, обозначаемая 
как  2 1 , ; ;F a b c z , где , ,a b c  — параметры, а z  —
переменная, вообще говоря, комплексная, удовле-
творяет гипергеометрическому уравнению Эйлера 

       
 

1 1

0.

z z F z c a b z F z

abF z

         
   (22)

 

Если 0, 1, 2,c     , то гипергеометрическая 
функция разлагается в сходящийся при 1z   ги-
пергеометрический ряд 

     
 

  
  

 
   

   
 

2

2 1

1, 0, 1

0,

1 1
, ; ; 1 ...

1! 1 2!

1
1

,
!

j

j s j

j

j

a a b bab z zF a b c z
c c c

a s b s
z

s c s

c a j b j z
a b c j j

   

 

 
    



  
      

    

   

 



 

а при условии сходимости рассматриваемого ниже 
интеграла (т.е. при Re( ) Re( ) 0c b  ) может быть 
представлена как 

   
   

   

2 1

1
11

0

, ; ;

1 1 d .c b ab

c
F a b c z

b c b

z     


 
  

        (23)
 

Формула (23) обеспечивает при Re( )c   
Re( ) 0b   корректное аналитическое продолже-

ние гипергеометрического ряда на всю комплекс-
ную плоскость с разрезом на действительной оси 
от 1 до   и, в частности, позволяет вычислять 
такую гипергеометрическую функцию конструк-
тивным образом при любых вещественных значе-
ниях z , удовлетворяющих условию 1z   . 

Для гипергеометрических функций с парамет-
рами, используемыми в формуле (21), интеграл 
(23) расходится, если 1m    либо 0m  . Однако с 
учетом того, что с помощью линейных дифферен-
циальных операторов Томсона—Донкина первого 
порядка [39–42] можно неограниченно понижать 
либо повышать степень однородности m  в соот-
ветствии с правилами 1m m   и 1m m  ,  
а при 0m   и 1m    однородные гармонические 
функции исчерпывающим образом могут быть 

описаны с помощью алгебраических формул Дон-
кина (5) и (6), то возможность конструктивно вы-
числять функции (21) лишь при 1 0m    пред-
ставляется вполне достаточной. Для упрощения 
вычисления решений (21) и/или для вычисления 
решений (21) при степенях однородности m , от-
личных от интервала значений 1 0m   , обеспе-
чивающего сходимость для интеграла (23), можно 
использовать разнообразные линейные и квадра-
тичные гипергеометрические тождества [50–52], 
позволяющие достаточно гибко изменять аргумен-
ты гипергеометрических функций.  

Функции  ,0m  ,  , cosm k k  ,  , sinm k k  , 
заданные с помощью формул (21), образуют базис 
для решений  ,m    уравнения (18), не имею-
щих сингулярных точек внутри круга 2 2 1p q  . 
После обратной замены переменных (17) и обрат-
ной "донкиновской" подстановки (8) эти функции 
образуют базис из однородных гармонических 
функций.  

Однородная гармоническая функция, порож-
даемая функцией  ,0m  , соответствует трех-
мерному осесимметричному решению. Однород-
ные гармонические функции, порождаемые функ-
циями  , cosm k k  ,  , sinm k k  , можно ин-
терпретировать как трехмерные мультипольные 
гармоники, характеризующие  однородные гармо-
нические функции соответствующей степени. 

С помощью полученного базиса любая одно-
родная гармоническая функция степени ,m  не 
имеющая дополнительных особых точек на полу-
пространстве 0z  , за исключением неизбежной 
особой точки в начале координат и составленного 
из особых точек луча 0, 0x y z    (результат 
использования "донкиновских" аргументов в фор-
муле (9)), может быть представлена в виде сходя-
щегося ряда. Особыми точками считаются точки  
с сингулярным поведением функции, а также точ-
ки, в окрестности которых функция не может быть 
разложена в сходящийся ряд Тейлора, т.е. не явля-
ется аналитической.  

КОНСТРУИРОВАНИЕ  
ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКОГО БАЗИСА  

ДЛЯ КОЛЬЦА 

У уравнения (20) существует еще одно решение 
 ,m k  , линейно независимое от приведенного 

ранее решения  ,m k  , не имеющего сингуляр-
ности в точке 0,   которое демонстрирует син-
гулярное поведение при 0  . С учетом того, 
что вронскиан 
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         

    
 

, , , ,

2 ,
,

,

d ,
d

m k m k m k m k

m k
m k

m k

W     




 

      

 
     

 

составленный из решений линейного дифферен-
циального уравнения (20), удовлетворяет уравне-
нию 

   1 0W W 


   , 

это решение может быть представлено в соответ-
ствии с формулой Лиувилля—Остроградского  
в интегральной форме как 

     
0

, , 2
,

1 d .m k m k
m k

s
s s





  
  

С помощью специальных функций парное ре-
шение  ,m k   выражается как 

     
   

0,2 2
, 2,2

,
,0m k

k m m
G

k
 

   
     

,   (24) 

где  

   
   

   

   

1 1,
,

1 1

1 1

1 1

, , , , ,

, , , , ,

1
1 d

2 i 1

n n pl n
p q

l l q

l n

j j
j j s
q p

L
j j

j l j n

a a a a
G z

b b b b

b s a s
z s

b s a s





 

   

 
  
 
 

    


    

 

 

 

 

 

  
это — G -функция Мейера ([51, п. 5.3]). (Здесь 
контур интегрирования L  выбирается как разрез 
вдоль мнимой оси от   до  , возможно, с за-
хватом некоторого участка действительной оси, 
при котором все полюсы функций  jb s  , где 
1 j l  , остаются справа от разреза, а все полюсы 
функций  1 ja s   , где 1 j n  , остаются сле-
ва от разреза.) При 0k   решение, линейно неза-
висимое  ,m k   с сингулярностью при 0  , 
может быть также выражено с помощью гипер-
геометрической функции 

 

   
,

12 2
2 11 1 ,1 ;1 ; ,

m k

mk F m m k k



  


 

         (25)
 

конструктивное вычисление которой, впрочем, 

сопряжено с определенными техническими труд-
ностями (интегральная формула (23) для вычисле-
ния гипергеометрической функции, которая ис-
пользуется в формуле (25), не может быть исполь-
зована, поскольку при таких параметрах в случае 

1k   интеграл (23) расходится). 
Однако можно поступить проще. Непосредст-

венной проверкой можно убедиться, что если 
функция    удовлетворяет уравнению (20), то 
этому же уравнению обязана будет удовлетворять 
также и функция  1  . (Отсюда, в частности, 
следует, что если функция  ,H p q  удовлетворяет 
уравнению (10), то и функция 

     2 2 2 2,H p p q q p q  ,  

получаемая после замены переменных, имеющей 
смысл инверсии плоскости  ,p q  относительно 
единичного круга с центром в начале координат, 
также удовлетворяет уравнению (10).) Поэтому  
в качестве дополняющего базиса, позволяющего 
разлагать решения уравнения (18) в кольце 
0 1    , можно использовать функции 

 ,

1

2 12 2

1 11 1 ,1 ;1 ; .

m k

m
k F m m k k




 




 

   
         

   
  (26)

 

В итоге функции  

 ,0m  ,  , cosm k k  ,  , sinm k k  , 

 ,0m  ,  , cosm k k  ,  , sinm k k  , 

заданные с помощью формул (21) и (24), (25) либо 
(26), образуют базис для тех решений  ,m    
уравнения (18), которые не имеют сингулярных 
точек внутри кольца 2 2 20 1p q    : 

   
  

 
  

0 ,0

,
,

0 ,0

,
,

,

cos sin

cos sin .

m m

m k k k
j k

m

m k k k
j k

c

c k s k

d

d k e k

  

  



  

 

 

   

   

  

  



    (27)

 

После обратной замены переменных (17) и (8) 
эти функции образуют расширенный базис для 
однородных гармонических функций, а формула 
(27) переходит в разложение трехмерной однород-
ной гармонической функции степени .m  Для 
трехмерных однородных гармонических функций, 
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которые можно представить с помощью ряда, по-
лучаемого из разложения (27) при обратном пере-
ходе к декартовым координатам  , ,x y z , кроме 
особой точки в начале координат и состоящего из 
особых/сингулярных точек луча 0, 0x y z   , 
имеется также состоящий из сингулярных точек 
луч 0, 0x y z   , являющийся прообразом точки 

0p q   на плоскости  ,p q . Однако, никаких 
других сингулярных точек у этих трехмерных од-
нородных гармонических функций быть не может, 
поэтому как ряд (19), так и ряд (27) не покрывают 
все возможные трехмерные однородные гармони-
ческие функции степени .m  

ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ  
ТОЖДЕСТВА, ПОЛУЧАЕМЫЕ  

ДЛЯ ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКОГО БАЗИСА 

В публикациях [39–42] приводятся дифферен-
циальные аналоги первого порядка формулы Том-
сона для трехмерных гармонических функций. 
Эти формулы преобразуют трехмерные гармони-
ческие функции в новые трехмерные гармо-
нические функции, причем форма трансформи-
рующих выражений сознательно выбрана таким 
образом, чтобы при подстановке в них однород-
ных по Эйлеру функций на выходе получались 
новые однородные по Эйлеру функции, возможно, 
с другой степенью однородности. Указанный спи-
сок формул выглядит следующим образом: 

       , , , ,m mV x y z U x y z ,      (28) 

       1 , , , ,m m
xV x y z U x y z  ,      (29) 

       1 , , , ,m m
yV x y z U x y z  ,      (30) 

       1 , , , ,m m
zV x y z U x y z  ,      (31) 

       
     

       
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2 2 2

, , , ,

, ,

2 , , 2 , , ,

m m

m
x

m m
y z

V x y z xU x y z

x y z U x y z

xyU x y z xzU x y z

  

   

  (32)

 

       
   

         

1

2 2 2

, , , ,

2 , ,

, , 2 , , ,

m m

m
x

m m
y z

V x y z yU x y z

xyU x y z

x y z U x y z yzU x y z

  

 

     (33)

 

           
         

1

2 2 2

, , , , 2 , ,

2 , , , , ,

m m m
x

m m
y z

V x y z zU x y z xzU x y z

yzU x y z x y z U x y z

   

        (34) 

   
           

, ,

, , , , , , ,

m

m m m
x y z

V x y z

xU x y z yU x y z zU x y z



    (35)
 

           , , , , , ,m m m
x yV x y z yU x y z xU x y z  ,    (36) 

           , , , , , ,m m m
x zV x y z zU x y z xU x y z  ,    (37) 

           , , , , , ,m m m
y zV x y z zU x y z yU x y z  ,    (38) 

       1
2 1

1, , , ,m m
mV x y z U x y z

r
 

 ,     (39) 

       2 1

1, , , ,m m
xmV x y z U x y z

r


 ,     (40) 

       2 1

1, , , ,m m
ymV x y z U x y z

r


 ,     (41) 

       2 1

1, , , ,m m
zmV x y z U x y z

r


 ,     (42) 

       

   

       

2
2 3

2 2 2

2 3

2 3 2 3

, , , ,

, ,

2 2, , , , ,

m m
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m
xm

m m
y zm m

xV x y z U x y z
r

x y z U x y z
r

xy xzU x y z U x y z
r r

 




 

 

 
 

    (43)

 

   
       
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y xyU x y z U x y z

r r
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
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(44)

 

   
       

       
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2 3 2 3

2 2 2

2 3 2 3
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m

m m
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m m
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z xzU x y z U x y z
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 

 



  

  
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       

       
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2 1 2 1
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

 
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      (46) 

   
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   
       

1

2 1 2 1
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, , , , ,

m

m m
x zm m

V x y z
z xU x y z U x y z

r r

 

 



      (48)
 

   
       
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2 1 2 1

, ,

, , , , ,

m

m m
y zm m

V x y z
z yU x y z U x y z

r r

 

 


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где 2 2 2r x y z   , а верхний индекс показыва-
ет, какая степень однородности должна быть у со-
ответствующей однородной гармонической функ-
ции. 

Как входная, так и выходная функции могут 
быть представлены с помощью подстановки Дон-
кина (11), (12), а соответствующие им двумерные 
функции  ,H p q  и  ,J p q  записаны в полярных 
координатах (17) и представлены в виде ряда Фу-
рье (19), где коэффициенты ряда определяются 
единственно возможным образом. Сравнение ме-
жду собой коэффициентов Фурье справа и слева 
от знака равенства в тождествах (28)–(49) позво-
ляет установить полезные тождества для радиаль-
ных функций  ,m k   (с точностью до множителя, 
выбираемого достаточно произвольным образом, 
поскольку и сами функции  ,m k   определены  
с точностью до множителя). Однако практическая 
полезность таких соотношений сомнительна, тем 
более что все они фактически копируют соотно-
шения, получаемые для решений (26) с помощью 
классических соотношений для гипергеометриче-
ских функций, которые можно найти, в частности, 
в [50–52]. 

ИНТЕГРАЛЬНАЯ ФОРМУЛА ДЛЯ ОДНОРОДНЫХ 
ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ СО СТЕПЕНЯМИ 

ОДНОРОДНОСТИ 1 0m    

Интегральная формула (23) для гипергеометри-
ческих функций после ее подстановки в решение 
(21) для функций  ,m k   и далее в разложение 
Фурье (19) дает формулу 

    

   

     

,
0,

12

0,

1
11 2

0

, cos sin

cos sin 1

1 1 d

m m k k k
k

mk
k kk

mmm k

c k s k

c k s k

    
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


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 
    

 

   

 
    

 

  




(50)

 

которую можно без каких-либо опасений исполь-
зовать при 1 0m   . В этой формуле комплекс-
ные коэффициенты ˆkc  и ˆks  являются не совсем 
произвольными, поскольку выбираются так, чтобы 
результирующее выражение было вещественным. 
Однако их можно считать совершенно произволь-
ными, если в формуле (50) произвольные вещест-
венные константы kc  и ks  заменить на произволь-
ные комплексные константы, но при этом для по-
лучившегося комплексного выражения использо-
вать лишь его вещественную часть. 

Выражение  i i

0,

ˆ ˆk k k k
k k

k
c e s e    

 

  в форму-

ле (50) можно упростить. Действительно,  

     

     

r i
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k

c t K t K u v K u v

s t K t K u v K u v
 

 

  

  




  

это произвольные аналитические функции ком-
плексного переменного it u v  , разложенные  
в ряд Тейлора в окрестности точки 0t  . Поэтому 
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  (51) 

где  ,K u v  — это произвольная вещественная 
функция, удовлетворяющая двумерному уравне-
нию Лапласа. Действительно, функции icK  и isK   
в формуле (51) должны сократиться, чтобы полу-
чить на выходе вещественное значение. Из усло-
вия  

   i i, ,c sK u v K u v       
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и соотношений Коши—Римана [53–56], справед-
ливых для пар функций  r ,cK u v ,  i ,cK u v   
и  r ,sK u v ,  i ,sK u v , следует цепочка равенств 
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   

 

откуда следует условие    r r, ,s cK u v K u v C   , 
где C  — это вещественная константа. Следова-
тельно, с точностью до аддитивной вещественной 
константы функции  cK t  и  sK t  должны быть 

комплексно сопряженными:    s cK t K t C  . 
Если ввести в рассмотрение новую функцию 
   r, 2 , ,cK u v K u v C   которая обязана будет 

удовлетворять двумерному уравнению Лапласа 
вследствие соотношений Коши—Римана для ве-
щественной и мнимой частей аналитической 
функции комплексного переменного [53–56], то 
получим конечное равенство в цепочке (51). По-
скольку для любой функции  ,K u v , удовлетво-
ряющей двумерному уравнению Лапласа, можно 
восстановить подходящую аналитическую функ-
цию  K t  комплексного переменного it u v  , 
вещественной частью которой является заданная 
функция  ,K u v , то никакие дополнительные ог-
раничения на функцию  ,K u v  кроме ее гармо-
ничности не накладываются. 

Переходя от полярных координат  ,   к де-
картовым координатам  ,p q  в соответствии  
с формулами (17), получаем интегральное выра-
жение  
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
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    (52)
 

для решения эллиптического уравнения (10), когда 
это решение не имеет особых точек внутри круга 

2 2 1p q  . В этом выражении функция  ,K u v  
должна быть произвольной двумерной гармониче-
ской функцией, не имеющей особых точек внутри 
круга 2 2 1u v  .  

В частном случае в качестве функций  ,K u v  
можно использовать гармонические однородные 
полиномы степени ,k  которые вычисляются по фор- 

муле    , Re i kK u v u v   либо по формуле 

   , Im i kK u v u v  . Тогда формула (52) с точно-
стью до замены переменных    , ,p q     
и константы-множителя будет порождать функции 

 , cosm k k   и  , sinm k k  , принадлежащие 
гипергеометрическому базису. 

Прямая подстановка выражения (52) в уравне-
ние (10) показывает, что формула (52) обеспечива-
ет решение для уравнения (10) даже тогда, когда 
двумерная гармоническая функция  ,K u v  имеет 
особые точки внутри круга 2 2 1u v  . Однако во-
прос о том, в какой степени формула (52) дает все 
решения для уравнения (10), требует аккуратного 
исследования и будет являться предметом отдель-
ной публикации.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Полученные аналитические выражения для ба-
зисных функций (21) и (26), которые содержат ги-
пергеометрические функции, после умножения их 
на тригонометрические функции cos(mφ) и sin(mφ),  
обратной замены полярных координат (μ, φ) на 
переменные (p, q) с помощью формул (17), воз-
вращения от вспомогательных переменных (p, q)  
к трехмерным декартовым координатам (x, y, z)  
с помощью подстановки Донкина (8) и оконча-
тельного восстановления трехмерных однородных 
гармонических функций U(x, y, z) степени m в со-
ответствии с формулой (9) позволяют сконстру-
ировать для однородных гармонических функций 
степени m аналог тригонометрического базиса 
Фурье. С помощью этого базиса любая однород-
ная гармоническая функция степени m, не имею-
щая "лишних" сингулярных точек, может быть 
разложена в сходящийся ряд. Использование для 
этой цели лишь тех базисных функций, которые 
порождаются формулами (21), позволяет получать 
однородные гармонические функции степени m, 
которые не имеют сингулярных точек вдоль луча  
x = 0, y = 0, z > 0, но при этом неизбежным обра-
зом имеют сингулярные точки вдоль луча x = 0,  
y = 0, z < 0. 

Точно также из формулы (52) после подстанов-
ки в формулу (9) с учетом замены переменных (8) 
получается интегральная формула общего вида 
для трехмерных гармонических функций, одно-
родных по Эйлеру со степенью однородности ,m  
удовлетворяющих условию 1 0m   . С помо-
щью процедуры дифференцирования [24, 27, 57]  
и формулы Томсона (7) либо напрямую с помо-
щью дифференциальных операторов Томсона—
Донкина [39–42] из этой формулы можно полу-



А. С. БЕРДНИКОВ, Н. К. КРАСНОВА, К. В. СОЛОВЬЁВ и др. 
 

НАУЧНОЕ ПРИБОРОСТРОЕНИЕ, 2019, том 29, № 4 

106 

чить общие формулы и для других степеней одно-
родности. Следует, однако, обратить внимание, 
что в интегральной формуле (52) при дифферен-
цировании под знаком интеграла не надо забывать 
о предварительном выделении и аналитическом 
интегрировании сингулярностей интегрального 
ядра. 

Авторы публично заявляют, что у них нет кон-
фликта интересов, в том числе и финансовых. Данная 
работа частично выполнена в рамках НИР 0074-2019-
0009, входящей в состав гос. задания № 075-00780-19-
02 Министерства науки и высшего образования Рос-
сийской Федерации  для ИАП РАН. Для проведения и 
проверки аналитических выкладок использовалась про-
грамма Wolfram Mathematica версии 11 
(http://wolfram.com/mathematica/). 
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HYPERGEOMETRIC  BASIS  FOR  THREE-DIMENSIONAL  
HARMONIC  FUNCTIONS  WHICH  ARE  HOMOGENEOUS 

IN  EULER  TERMS  WITH  A  NON-INTEGER   
POWER  OF  HOMOGENEITY 

 
A. S. Berdnikov1, N. K. Krasnova2, K. V. Solovyev1,2, A. G. Kuzmin1,  

S. V. Masyukevich1, Yu. A. Titov1, Yu. K. Golikov1,2 
 

1Institute for Analytical Instrumentation of RAS, Saint Petersburg, Russia 
2Peter The Great Saint Petersburg Polytechnic University, Russia 

 
Electric and magnetic fields which are homogeneous in Euler terms, are a convenient tool for the synthesis 

of electron and ion optical systems with special properties. It is known that the scalar potentials of such fields 
are three-dimensional scalar harmonic functions which are homogeneous in Euler terms with a given power of 
homogeneity. The problem of the exhaustive parameterization of three-dimensional homogeneous harmonic 
functions with integer powers of homogeneity is already solved using the Donkin formulas for homogeneous 
harmonic functions with powers of homogeneity 0 and –1, the theorem on the differentiation of three-
dimensional homogeneous harmonic functions and Thomson's formula for homogeneous harmonic functions. 
However, the number of analytical formulas that can be used to describe three-dimensional scalar harmonic 
functions with non-integer powers of homogeneity is, unfortunately, not very large at the moment, and the prob-
lem of an exhaustive description of such functions is very far from its final solution. At the same time, the usage 
of three-dimensional homogeneous harmonic potentials with non-integer powers of homogeneity significantly 
expands the toolkit of developers of electron and ion optical systems. The goal of this work is to construct a 
hypergeometric basis composed of basic homogeneous harmonic functions with non-integer powers of homo-
geneity, with the help of which any three-dimensional homogeneous harmonic function without singular points 
exept the line x = y = 0, z ≤ 0  can be represented as an infinite series like the Fourier series. It seems that this 
result partially solves the problem of an exhaustive description of three-dimensional scalar homogeneous har-
monic functions with non-integer powers of homogeneity. 
 
Keywords: electric fields; harmonic functions; functions homogeneous in Euler’ terms; similarity principle for charged  
particle trajectories; Donkin formula;  analytical solutions of Laplace equation 
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