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УТОЧНЕНИЕ  УСЛОВИЙ  УСТОЙЧИВОСТИ  ДВИЖЕНИЯ  
ИОНОВ  В ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОЙ  ЛОВУШКЕ, 

ИНТЕГРИРУЕМОЙ  В  ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ  КООРДИНАТАХ 
 

Для электростатических полей идеально фокусирующих ловушек, реализующих разделяемое в эллиптиче-
ской системе координат движение заряженной частицы, уточнены условия, при которых обеспечивается 
финитное по всем координатам движение частицы. Для нулевых и близких к ним значений параметра поля μ 
найдены аналитические точные и приближенные соотношения, связывающие начальные данные и  парамет-
ры поля, гарантирующие финитность движения.  
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ВВЕДЕНИЕ 

Впервые предложенный Ю.К. Голиковым и в 
1985 г. запатентованный [1] принцип идеальной 
пространственно-временнóй фокусировки (ИПВФ) 
ионов в квадратичном по одной из координат 
электростатическом поле является в настоящее 
время теоретической основой синтеза обширного 
класса перспективных масс-спектрометрических 
приборов [2]. Интерес к полям данного типа не ос-
лабевает, в том числе благодаря появившимся  
в последнее время новым технологическим воз-
можностям, делающим потенциально доступным 
изготовление с хорошей точностью систем с  кри-
волинейными трехмерными электродами [3]. 

Среди множества реализующих принцип 
ИПВФ электростатических потенциалов вида 

),(),,( 2 yxfzzyx                  (1) 

выделяется класс полей, обеспечивающих движе-
ние, интегрируемое методом разделения перемен-
ных в уравнении Гамильтона—Якоби [4]. Свойства 
ионных ловушек, создаваемых на базе таких полей, 
часто могут быть исследованы аналитически, что 
позволяет получить прозрачные связи между пара-
метрами задачи. 

Настоящая статья продолжает изучение интег-
рируемых электростатических ловушек, предпри-
нятое ранее в работах [4–8]. В данной работе дела-
ется попытка уточнить условия устойчивости дви-
жения заряженной частицы в интегрируемой ло-
вушке с разделением переменных в эллиптических 
координатах, ранее рассматривавшейся в [6, 7]. 

 

ИССЛЕДУЕМАЯ СИСТЕМА 

Потенциал исследуемой системы в декартовых 
координатах имеет вид [6]: 
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где 
ix y   ,                                    (3) 

Re  — реальная часть комплексной величины,  , 
  и   — вещественные константы. 

В эллиптических координатах iu v   , свя-
занных с декартовыми (3) соотношением ch  , 
или ch cosx u v , sh siny u v , потенциал (2) 
приобретает вид 
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Движение иона в поле (4) — синусоидальное 
по координате z, по u и v оно определяется урав-
нениями 

2 2

( ) , ( ) ,
2 2
u vp pU u C V v C                (5) 
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где ,u vp p  — u, v импульсы, а ( ), ( )U u V v  — со-
ответствующие эффективные потенциалы: 

4 21 1( ) sh sh
2 2
1 ( )sh 2 ,
2

U u u E u

u u 
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                    (6)
 

4 21 1( ) sin sin
2 2

1 ( )sin 2 .
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V v v E v
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Величины C, E в (5)–(7) — константы разделе-
ния переменных в уравнении Гамильтона—Якоби, 
связанные с начальными условиями движения 
частицы. 

Возможность удержания иона в объеме ловуш-
ки, гарантированная по z квадратичностью соот-
ветствующей составляющей потенциала, опреде-
ляется фактом одновременного наличия ям потен-
циалов (6), (7). При этом дно по крайней мере од-
ной из этих ям должно находиться в области отри-
цательных значений, а берега другой обеспечивать 
удержание иона в области значений положитель-
ных. Эти требования вытекают из специфики 
уравнений (5), в правые части которых входит  
с противоположным знаком одна и та же констан-
та С.  

В работе [6] третьи слагаемые эффективных 
потенциалов (6), (7) рассмотрены как возмущения 
структуры ям, определяемой первыми двумя сла-
гаемыми (6), (7). Этот подход позволил подтвер-
дить удерживающие способности обеих ям, вы-
явив условие 1/ 2E    в качестве необходимого 
для наличия ямы по u. В данной работе мы хотим 
продвинуться дальше, уточнив условия финитно-
сти движения заряженных частиц в поле ловушки 
для случая 0  . 

УТОЧНЕНИЕ УСЛОВИЙ УСТОЙЧИВОСТИ 

Потенциалы (6), (7) существенно упрощаются 
при 0  , вновь открывая возможности для ис-
пользования аналитических подходов.  

Начнем с рассмотрения движения по v. Преоб-
разуем (7) с учетом 0  : 

1( ) cos 4 cos 2
16 2

1 1sin 2 .
2 2 8

EV v v v

v E

  
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                  (8)
 

Периодичность функции ( )V v  гарантирует на-

личие ямы при любых значениях ,E  . Очевидно, 
при 0   значение (0) 0V   для любых E, причем 
для 1/ 2E    это значение является минимумом 

( )V v  — дном v-ямы (поскольку (0) 2 1V E    ; 
при 1/ 2E    это уже не так, имеем локальный мак-
симум). Наибольшее значение sup ( / 2)V V E     
(для 0  , 0E  ) позволяет определить глубину 
ямы при 0  . В случае 0   определение пара-
метров ямы требует решения уравнения 

1( ) sin 4 sin 2 cos2 0
4

V v v E v v      ,        (9) 

которое подстановкой exp 2iq v  (в предположе-
нии 0q  ) приводится к разрешимому в радикалах 
алгебраическому уравнению четвертой степени  
с комплексными коэффициентами 

4 34( i ) 4( i ) 1 0.q E q E q                (10) 

Решая (10) для заданных ,E   и выделяя корни 
iq , для которых ( i ln / 2) 0iV q   , получаем воз-

можность построить поверхности inf ( , ),V E   

sup ( , )V E  , определяющие глубину v-ямы и диапа-
зон возможных значений эффективного потенциа-
ла V (рис. 1). 

 
Рис. 1. Параметры inf ( , )V E   (дно), sup ( , )V E  (max уро-
вень удержания в финитном состоянии) потенциальной 
ямы  
 

V 
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Рассмотрим далее функцию (6), определяющую 
движение иона по u. Поскольку ( )U u   при 
u    и (0) 0U  , (6) имеет по крайней мере 
один экстремум (максимум, если экстремум един-
ственный). Необходимые для получения ямы три 
экстремума (два максимума и минимум между 
ними) при 0, 0    обеспечиваются положи-
тельностью коэффициента при 2sh u  в (6), т.е.  
выполнением условия 1/ 2E    [6].   

С учетом 0   удобно переписать (6) в виде  

1( ) ch 4 ch 2
16 2

1 1sh 2 .
2 2 8

EU u u u

u E

   

    
 

                 (11)
 

Положение экстремумов определяется нулями 
производной 

1( ) sh 4 sh 2 ch 2
4

U u u E u u     .       (12) 

При 0  для 1/ 2E    имеем только максимум 
max (0) 0U U  , для 1/ 2E    — минимум minU   

(0) 0U   и два максимума maxU   

21 1 1Arch ( 2 )
2 2 4

U E E E           
     

(рис. 2).  

Исследование случая 0   требует решения 
уравнения ( ) 0U u  , трансформирующегося в ре-
зультате подстановки exp 2q u  в (12) (с учетом 

0q  )  в уравнение  
4 34( ) 4( ) 1 0q E q E q       .        (13) 

 
 
 

 
 
 
 

В отличие от периодической функции (8), здесь 
наличие ямы при 0   для 1/ 2E    не гаранти-
ровано. Яма будет существовать для тех комбина-
ций ,E  , при которых (13) обладает по крайней 
мере тремя вещественными положительными кор-
нями, обеспечивая три вещественных решения 
уравнения ( ) 0U u  . Поскольку произведение 
всех корней уравнения (13) равно минус единице, 
этот вариант возможен, (13) должно иметь три по-
ложительных и один отрицательный корень. Об-
ласть финитности движения по u в координатах  
( ,E  ) может быть построена селекцией "пра-
вильных" вариантов решений (13). По факту эта 
область может быть задана неравенством — усло-
вием наличия только вещественных корней у ре-
зольвенты (13) [9, (1.8-15)] — кубического урав-
нения 3 2 216( 1/ 4) 64 0y E y E      . Данное 
неравенство имеет вид в [9] — условие 0Q  , где 
Q вычисляется согласно [9, п. 1.8-3, (1.8-7)]): 

2 2 3 24( 1/ 4) 27( ) 0E E     ,            (14) 

выделяя совместно с неравенством 1/ 2E    об-
ласть допустимых значений ,E   (рис. 3).  

Вычисление значений эффективного потенциа-
ла U в точках экстремумов позволяет построить 
границы изменения U: min min maxU U U    

max1 max 2min ( , )U U , в рамках которых реализуется 
финитное u-движение (рис. 4).   

Далее рассмотрим случай малых 0  . Оста-
ваясь в рамках аналитического подхода, можем 
использовать лишь аппроксимации sh 2 / 2u u , 

sin 2 / 2v v , причем приближения вводим непо-
средственно  в  выражения  для  производных  (что  

 

 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2. Эволюция конфигурации потенциальной 
ямы (6) для случая 0   
 

Рис. 3. Область значений ( , )E , обес-
печивающих устойчивость движения 
иона по координате u для значений 

0   (точно) и 0.1    (приближен-
но, согласно (16)) 

U
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дает более точный  результат, чем аппроксимация 
u и v в исходных потенциалах (6) и (7)). В этом 
случае (10) заменяем уравнением 

4 3/ 24
1

/ 24 1 0,
1

E iq q

E i q

 


 


 
 


 

  


                     (15)
 

а (13) — уравнением  

4 3/ 24
1

/ 24 1 0.
1

Eq q

E q

 


 


 
 


 

  


                      (16)
 

Приближения достаточно грубы, однако при-
менение большего количества членов разложения 
приводит к уравнениям порядка выше четвертого, 
решение которых в радикалах становится невоз-
можным. Впрочем, до значений примерно 
| | 1 / 4   результат данной аппроксимации вполне 
может служить в качестве оценки либо точки 
старта уточняющего итерационного процесса.  

Для меньших единицы значений   при 0   
можно приближенно определить положение мак-
симумов (6). Используя уравнение 0( ) | 0U u     
или эквивалентное ему при условии 0u  уравне-
ние ch 2 2 (2 cth 2 1)u E u u    , организуем ите-

рационный процесс 

1 1

0

1 Arch ( 2 (2 cth 2 1)),
2

11, 2, ...; Arch ( 2 ),
2

i i iu E u u

i u E

     

  
     (17) 

полагая, что под знаком арккосинуса стоит не 
меньшая единицы величина. Уже формула для 2u  
дает приемлемое приближение для правого мак-
симума, здесь не приводим ее ввиду громоздкости. 

Поскольку условия финитности по u и v связа-
ны общей константой разделения C, входящей  
в (5), есть возможность построить проекцию зоны 
устойчивости в пространство ( , ,   С) при фик-
сированном значении E. Действительно, полагая 

0C  , из (5) имеем min min maxU C U  , infV   

supC V    или sup infV C V    . Следовательно, для 
каждого ,   можно получить min supmax( , )U V 

max min infmin( , )C U V   , определяя тем самым 
границы изменения C. При 0  , 0  , 0   дно 
обеих ям расположено на нулевом уровне, следо-
вательно, 0C   и возможны лишь колебания ио-
нов на оси z с нулевым фазовым объемом. Нера-
венство нулю любого из параметров , ,    уст-
раняет это ограничение. 

Заметим, что условие 0   нарушает перио-
дичность (7) и снимает ограничение по v на допус-
тимые значения C ввиду линейного (с коэффици-
ентом 2/ ) нарастания амплитуды члена sin 2v   
в (7). Для движения по u условие 0   приводит  
к  сдвигу области устойчивости по E, при 0   
критерий существования u-ямы меняется на 

1 / 2E    (рис. 3).  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом, в работе определены новые  
и уточнены найденные ранее в [6] условия финит-
ности движения ионов в интегрируемой эллипти-
ческой электростатической ловушке. Для полей  
с нулевым и близким к нулю значением параметра 
  в (2), (4) удалось получить результаты в анали-
тическом виде, дающем ясные взаимосвязи между 
характеристиками поля и допустимыми началь-
ными данными. Применение новых подстановок  
в ходе решения задачи позволило упростить алго-
ритм ее решения. Результаты статьи могут быть 
использованы при синтезе новых масс-спектро-
метрических систем на базе электростатических 
ловушек с идеальной пространственно-временнóй 
фокусировкой. 

Рис. 4. Параметры min ( , )U E   (дно), 

min max max1 max 2( , ) min( ( , ), ( , ))U E U E U E    
(max уровень удержания в финитном состоя-
нии) потенциальной ямы (6) для случая 0   
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Данная работа частично выполнена в рамках госу-

дарственного задания № 075-00780-19-00 для Инсти-
тута аналитического приборостроения РАН. 
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UPDATING  THE  ION  MOTION  STABILITY  CONDITIONS 
FOR  ELECTROSTATIC  TRAP  INTEGRABLE 

  IN  ELLIPTIC  COORDINATES 
 

K. V. Solovyev1,2, M. V. Vinogradova1 

 
1Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, Saint-Petersburg, Russia 
2Institute for Analytical Instrumentation of RAS, Saint-Petersburg, Russia 

 
For ideal focusing traps electrostatic fields having charged particle motion separated in elliptic coordinates 

the ion motion stability conditions are updated. Analytical exact and approximate expressions are found for 
fields with zero and close to zero field parameter μ values. These expressions connect initial data and field pa-
rameters to guarantee the ion motion finiteness. 
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