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Статья посвящена сопоставлению численных и прямых методов решения обратных задач контроля техниче-
ских систем. Несмотря на большую популярность замены численными методами решения  прямых методов, 
нецелесообразным является отказ от прямых методов решения. Рассмотрен класс обратных задач, при ре-
шении которых использование прямых методов является целесообразным. К таким задачам отнесены услов-
но корректные задачи, в соответствии с терминологией, предложенной акад. М.М. Лаврентьевым. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Постановке и методам решения обратных задач 
контроля технических систем уделяется все боль-
шее внимание как в нашей стране, так и за рубе-
жом. Об этом свидетельствует постоянно увели-
чивающийся поток литературы и проводимых 
конференций по этой тематике. Так, в 2017 г.  
в Новосибирске прошла очередная международная 
конференция по теме "Теория и численные мето-
ды решения обратных и некорректных задач". 
Проведение такой конференции, с одной стороны, 
показывает важность проблемы обратных задач, 
 а с другой, — место численных методов как ос-
новных при их решении. 

В то же время известно, что прямые методы 
при ограниченности их применения по ряду при-
знаков могут быть предпочтительнее численных. 
Настоящая статья отчасти посвящена и вопросу,  
в каких случаях решение обратной задачи может 
быть достигнуто прямыми, а не численными мето-
дами. 

Контроль состояния технических систем по ре-
зультатам испытаний предполагает оценку  
наиболее критичных параметров их математиче-
ских моделей. Поскольку, как подчеркивает  
акад. А.Н. Тихонов, "свойства многих объектов 
природы недоступны для непосредственного изу-
чения" [1, 2], т. е. контроля, оценка этих парамет-
ров может быть произведена только в результате 
решения так называемых обратных задач. Имеется  
в виду их определение по другим параметрам, 
доступным для контроля, т. е. решение оператор-
ного уравнения, имеющего следующий общий 
вид:  

.Aq f                                      (1) 

Здесь А — некий оператор (матричный, диффе-
ренциальный, интегральный и т. д.), переводящий 
оцениваемые элементы q множества Q в элементы 
f множества измерений F. Для большинства об-
ратных задач (такие и рассматриваются далее) 
считается, что математическая модель оператора А 
известна. Решение обратной задачи в общем виде 
тогда может быть записано как 

1 .q A f                                    (2) 
В следующем разделе остановимся на тех 

трудностях, которые сопутствуют такому реше-
нию, и методах их преодоления. 

ОБЩИЙ ПРИНЦИП РЕШЕНИЯ  
ОБРАТНЫХ ЗАДАЧ 

Трудности решения задачи в такой постановке 
связаны в основном с тем, что в исходном виде 
она может быть некорректно поставленной, т. е. не 
удовлетворять трем классическим требованиям 
Ж. Адамара для обратных задач —  условиям раз-
решимости, единственности и устойчивости (не-
прерывности). Требуется поэтому так называемая 
регуляризация задачи (по выражению А.Н. Тихоно-
ва [2]), т. е. перевод ее в разряд корректно постав-
ленных путем удовлетворения этих требований.  

Основным общим принципом решения такой 
прикладной задачи является минимизация нормы 
невязок   между данными измерений f — правой 
части операторного уравнения (1)  и результатами 
оценки Tq , т. е. [1–3] 

            ( , ) inf ( , )TAq f Aq f  .                  (3) 

Считается, что этим достигается максимально 
возможная достоверность оценок. 
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ПРЯМЫЕ И ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЙ  

Общим принципом решения задачи регуляри-
зации считается формирование и последующая 
минимизация так называемого целевого функцио-
нала, что позволяет построить оператор М, выпол-
няющий уже корректную функцию обратного опе-
ратора 1A . Мы не будем анализировать сущест-
вующие методы построения оператора М, остано-
вимся только на одном практически важном во-
просе: к какой группе методов, прямых или чис-
ленных (итерационных),  их можно отнести. 

Основным достоинством прямых методов явля-
ется то, что они дают решение после выполнения 
заранее известного числа операций [3]. Алгорит-
мы этих операций обычно бывают заданными, 
вследствие чего при наличии современных ЭВМ 
реализация методов этой группы не представляет 
трудностей. Итерационные (численные) методы — 
это в основном методы последовательных при-
ближений, где заранее определить число операций 
не представляется возможным. При своей универ-
сальности по сравнению с прямыми методами они 
имеют и ряд других недостатков, например необ-
ходимость выбора метода приближений — сопря-
женных градиентов, наискорейшего спуска и т. д. 

Все это делает целесообразным выделить класс 
обратных задач, решение которых может быть 
достигнуто не итерационными, а более доступны-
ми для реализации прямыми методами. 

УСЛОВНО КОРРЕКТНЫЕ ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ 

Наиболее типичными в этом отношении явля-
ются обратные задачи, которые относятся к числу 
так называемых условно корректных (по термино-
логии акад. М.М. Лаврентьева [1]). Решение таких 
задач прямыми методами оказывается возможным 
благодаря тому, что они (решения) могут быть от-
несены к классу компактных множеств Q. И если 
эти множества к тому же оказываются конечно-
мерными с известными весовыми функциями, то 
решения сводятся к классической методологии 
наименьших квадратов МНК. Например, когда  
в соотношении (1) под А понимается матричный 
оператор размерности m×n (m ≥ n), то это решение 
может быть записано как 

                        T 1 T( )q A A A f .                    (4) 

Из этого соотношения следует, что регуляризи-
рующий оператор М для такой задачи, когда TA A  
невырожденная квадратная матрица, имеет вид 

                       T 1 T( ) .M A A A                       (5) 

Методы решения условно корректных обрат-
ных задач получили название квазирешений [1–3]. 

Типовые примеры решения таких задач при оцен-
ке результатов испытаний изделий РКТ приведены 
в [4] и [5]. 

РЕШЕНИЕ ОБРАТНЫХ СУЩЕСТВЕННО  
НЕКОРРЕКТНЫХ ЗАДАЧ 

Однако далеко не всегда решение может быть 
представлено в виде конечномерного компакта. 
Характерна обратная ситуация — задача относит-
ся не к типу условно корректных, а к существенно 
некорректным [1, 3]. Общепринятый метод реше-
ния таких задач — итеративный метод последова-
тельных приближений, о трудностях реализации 
которого говорилось выше. Тем не менее есть ти-
пы и существенно некорректных задач, решение 
которых, т. е. их регуляризация, может быть дос-
тигнуто прямыми методами. К таким можно отне-
сти обратные задачи, которые по своей постановке 
обладают свойством двойственности с некоторы-
ми задачами теории оптимального управления. 
Эти задачи должны удовлетворять следующим 
признакам: 

– линейность постановки, 
– квадратичная форма целевого функционала, 
– известный конечный интервал реализации. 
При выполнении этих условий математическая 

постановка обратной задачи оказывается идентич-
ной постановке некоторого класса задач опти-
мального управления (в частности с квадратичным 
критерием качества), имеющих прямое решение 
[6]. Поскольку исторически проблемы задач опти-
мального управления появились существенно 
раньше обратных задач идентификации парамет-
ров динамических систем, целесообразно для ре-
шения последних использовать методологию оп-
тимального управления  

Из их числа наиболее соответствующими по-
ставленным задачам являются методы формиро-
вания оптимальных следящих систем, которые 
носят название задач слежения [4, 5]. Они ставятся 
следующим образом: 

            
d ( ) ( ) ,
d
( ) ( ) .

A t B t
t
t C t

   

 

X X U

Y X
                       (6) 

В этом соотношении X (m×1) — вектор состояния, 
U (n×1) — вектор управления, Y(t) (v×1) — вектор 
измерений, A(t), B(t), C(t) — нестационарные мат-
рицы соответствующих размерностей.  

Задачей слежения является формирование век-
тора управления U(t), который обеспечит отсле-
живание системой (6) желаемого выходного сиг-
нала Z(t) с заданным критерием качества (в част-
ности, квадратичным). Приняв в качестве этого 
сигнала данные измерений дополненного вектора 
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Y(t), и при выполнении оговоренных выше усло-
вий методология решения такой задачи управле-
ния, как показано в [7] и [8], может использовать-
ся и при решении обратных существенно некор-
ректных задач. Это достигается прямыми, а не 
численными методами посредством составления 
системы дифференциальных уравнений, некото-
рые из которых (для вспомогательных перемен-
ных Л.С. Понтрягина) решаются в обращенном 
времени [5]. Начальные и конечные условия для 
такой системы определяются условиями, которые 
в теории оптимальных систем называются усло-
виями трансверсальности [6]. 

Примеры решения задач, в исходной постанов-
ке являющихся существенно некорректно постав-
ленными (при оценке результатов испытаний из-
делий РКТ), приведены в упомянутых выше стать-
ях [7, 8].  

В заключение отметим, что настоящая статья 
написана под влиянием идей акад. А.Н. Тихонова, 
который в своих работах и статьях обращал вни-
мание на идентичность некоторых методов теории 
оптимального управления и методов решения об-
ратных некорректно поставленных задач — их 
регуляризации. 
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The article is devoted to the comparison of numerical and direct methods for solving inverse problems of 

control of technical systems. Despite the great popularity of numerical methods for solving direct methods, it is 
not appropriate to reject direct methods of solution. A class of inverse problems is considered, in the solution of 
which the use of direct methods is expedient. To these problems are conditionally correct tasks in accordance 
with the terminology proposed by Academician M. Lavrentiev. 
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