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В работе рассмотрены различные функциональные соотношения между основными параметрами процесса 
рассеяния: полем рассеяния и амплитудой рассеяния. Это соотношения либо геометрооптического типа 
(представление в виде ряда Аткинсона—Уилкокса), либо связь через представление обеих функций в ряды 
по сферическим функциям (мультипольные представления), либо в виде интегрального представления 
(представление Девани—Вольфа). Такое многообразие представлений возможно вследствие аналитических 
свойств обеих функций: поле рассеяния является излученным решением уравнения Гельмгольца, любое 
дважды дифференцируемое решение которого есть аналитическая функция своих аргументов, а также тем, 
что амплитуда рассеяния является целой аналитической функцией своих аргументов. Приведен также ана-
лог разложения типа Аткинсона—Уилкокса для обобщенной амплитуды рассеяния, что возможно только  
в случае, когда первичное падающее сложное поле является излученным решением уравнения Гельмгольца. 
Результирующая амплитуда рассеяния в этом случае также подчиняется уравнению Гельмгольца. Показано, 
что волновая функция Герглотца с точностью до постоянного множителя совпадает с разложением Уиттеке-
ра. Приведенные результаты весьма полезны для приложений, и, в частности, в задачах научного приборо-
строения. 
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ВВЕДЕНИЕ 

В прямых и обратных задачах классического 
рассеяния волновых полей, а также квантовомеха-
нического рассеяния частиц большое внимание 
уделяется двум функциям: самому полю рассеяния 
и его характеристике дальнего поля — амплитуде 
рассеяния (ар) (scattering amplitude, или far field 
pattern в английской транскрипции). Несмотря на 
то что ар является асимптотической характеристи-
кой поля рассеяния в дальней зоне, существует 
достаточно много соотношений, связывающих 
строго функционально поле рассеяния вне рассеи-
вателя с его ар. Более того, оказалось, что подоб-
ные соотношения верны и для различных связан-
ных между собой амплитуд рассеяния. Дело в том, 
что возникает необходимость вычисления ар 
включения как в поле плоской волны, так и в 
сложном первичном поле, отличном от поля пло-
ской бегущей волны (результирующей ар). В ра-
боте [1] был предложен алгоритм вычисления ре-
зультирующей ар на включении при падении на 
него сложного поля, вытекающий из установлен-
ного в ней факта о том, что результирующая ар 
удовлетворяет однородному уравнению Гельм-
гольца по переменным, совпадающим с координа-
тами включения. Это позволило получить простые 

асимптотические ряды для вычисления результи-
рующей ар через ар в поле плоских волн. В рабо-
тах [6–10] полученная в [1] теория была апробиро-
вана на различных достаточно нетривиальных 
примерах рассеяния волн как в теории радиацион-
ного давления [6], так и в различных случаях тео-
рии многократного рассеяния [7–10] и показала 
свою эффективность. Решению этой задачи спо-
собствовала достаточно полная изученность ана-
литических свойств амплитуды рассеяния [5], [11, 
§ 3.2.4], [12–15 и др.]. 

Ряды, полученные в [1], по структуре оказались 
аналогичными рядам, использующимся при асим-
птотических оценках собственно волновых полей, 
удовлетворяющих вне некоторой конечной облас-
ти однородному уравнению Гельмгольца и усло-
вию излучения Зоммерфельда на бесконечности. 
Эти разложения определяются теоремой Аткинсо-
на—Уилкокса и связывают между собой волновые 
поля и отвечающие им характеристики дальнего 
поля, т. е. диаграммы направленности или ампли-
туды рассеяния (см. [2–4], [5, с. 84]). Теорема Ат-
кинсона—Уилкокса является, по-видимому, пер-
вым прецедентом, когда обе характеристики (поле 
рассеяния и его ар) были связаны функционально.  

К настоящему времени появился целый цикл 
работ, посвященных решению обратных задач 
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рассеяния (см. работу [13] и обширную библио-
графию в ней). При их решении эффективно ис-
пользуется некоторая функция, называемая волно-
вой функцией Герглотца (ВФГ), которая оказыва-
ется тесно связанной с техникой, применявшейся  
в работе [1]. Однако значительно ранее было 
предложено разложение Уиттекера [16], [17, 
с. 247–250], которое фактически совпадает с ВФГ, 
а в работе [18] было предложено разложение авто-
ров Девани—Вольфа, расширившее область пре-
образования Уиттекера с поверхности единичной 
сферы на комплексную область углов сферических 
координат, связывающее волновое решение урав-
нения Гельмгольца с его амплитудой рассеяния. 
Разложение Девани—Вольфа существенно отли-
чается от разложения Аткинсона—Уилкокса тем, 
что первое связывает волновое поле  
с амплитудой рассеяния (диаграммой направлен-
ности) посредством интегрального преобразова-
ния, а второе посредством ряда. 

Изучение взаимосвязей всех упомянутых под-
ходов и учет сильных сторон каждого из них по-
зволяет качественно решать важнейшую задачу 
теории рассеяния — нахождение всевозможных 
связей между полем рассеяния и амплитудой рас-
сеяния, что весьма актуально в теории рассеяния  
в целом и для применения к задачам научного 
приборостроения по примеру работ [6–10] в част-
ности. 

Постановка проблемы 
Настоящая работа посвящена изучению связей 

разложений Уиттекера, Девани—Вольфа, аппарата 
ВФГ и изложенного в [1]. Кроме того, приведен 
оригинальный вывод связи двух важнейших ха-
рактеристик процесса рассеяния: поля рассеяния  
и амплитуды рассеяния через разложение Дева-
ни—Вольфа для более общего случая рассеяния, 
чем это проделано в [18]. 

В работе для удобства читателя дается краткая 
информация о свойствах ВФГ, разложений Аткин-
сона—Уилкокса, Уиттекера и Девани—Вольфа. 

РЕШЕНИЕ ПРОБЛЕМЫ 

Общие положения 
Рассмотрим акустический случай рассеяния  

на примере идеального жидкого однородного без-
граничного пространства 3 \R Dx , в конечной 
области D  которого присутствует либо прони-
цаемое неоднородное возмущение акустических 
свойств среды, либо некоторое непроницаемое 
неоднородное включение. Поэтому далее в соот-
ветствии с этим будем различать соответственно 
поверхностное и объемное рассеяние. Постановка 

задачи акустического рассеяния для обоих этих 
случаев приведена, например, в работе [13, с. 2].  

Далее приведем коротко математическую по-
становку задачи, которая принимается в данной 
работе за основу. Пусть идеальное жидкое про-
странство, в котором находится включение, полага-
ется однородным с плотностью   и скоростью c . 
Рассматривается скалярная функция ( )u x , харак-
теризующая акустическое поле. В пространстве 
подразумевается наличие суммы произвольной 
падающей 

inc
( )u x  и рассеянной от включения 

s ( )u x  гармонических волн с фактором i te  , кото-
рый далее опускается 

nc s( ) ( ) ( )
i

u u u x x x .                        (1) 

Включение расположено в области D , внутри 
которой находится начало координат. Рассеянное 
поле в волновой зоне, как известно, описывается 
выражением [13, с. 21] 

i
1

s ˆ( ) ( ) ( )
keu u o 

 
x

x x x
x

,               (2) 

где /k c  — волновое число; ( , , )x y z x  
( , , )r    — точка наблюдения соответственно в 

декартовых и сферических координатах; 

ˆ (sin cos ,sin sin ,cos )     
xx
x

 — вектор  

на единичной сфере, направленный в точку на-
блюдения; ˆ( )u x  — ар включения, характеризую-
щая угловое распределение поля рассеяния  
на включении при его облучении произвольным 
полем 

inc
( )u x . Обычно выделяется канонический 

случай плоской падающей волны 
inc

i( ) ku e  d xx . 
Здесь (sin cos ,sin sin ,cos )    d  — единич-
ный вектор, совпадающий по направлению  
с волновым вектором плоской волны. В этом слу-
чае фиксируется зависимость рассеянной волны 

s s( ) ( , )u ux x d  от направления распространения 
падающей плоской волны единичной амплитуды  
и нулевой фазы, и, следовательно, аналогичная 
зависимость ар ˆ ˆ( ) ( , )u u x x d , которую назовем 
для удобства канонической ар. Очевидно, что век-
тор x̂  в функции ˆ( , )u x d  привязан к точке распо-
ложения включения. 

В силу линейности задачи очевидно, что в слу-
чае, когда падающая волна представляет собой 
совокупность плоских волн со спектром ( )g d  

inc
'

i( ) ( ) d ( )ku g e s



  d xx d d ,                 (3) 
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ар вычисляется следующим образом (см., напри-
мер, [16] для излученных решений, [13, с. 56] для 
целых решений, определение которых приведено 
ниже): 

'

ˆ ˆ( ) ( ) ( , )d ( )u g u s 


 x d x d d .            (4) 

Здесь '  — область определения спектра па-
дающей волны; d ( ) sin d ds   d  — элемент по-
верхности единичной сферы. 

Определение: Если  u x  является решением 
уравнения Гельмгольца 

   2 0u k u  x x  

в области 3 \R Dx , где 3D R  — конечная об-
ласть и удовлетворяет условиям излучения Зом-
мерфельда 

    1i
u

ku o
 

      

x
x

x x
, 

то такое решение называется излученным решени-
ем [13, с. 19]. Если  u x  является решением урав-
нения Гельмгольца во всем пространстве 3Rx , 
то такое решение называется целым решением [13, 
с. 20]. 

Известно [16–18], что если функция ( )u x  явля-
ется целым решением однородного уравнения 
Гельмгольца, то в ее представлении по плоским 
волнам (3) участвуют только однородные плоские 
волны и интегрирование в (3), (4) осуществляется 
по поверхности единичной сферы '   (область 
видимости). Если же ( )u x  является излученным 
решением уравнения Гельмгольца, то интегриро-
вание в (3), (4) происходит как в области видимо-
сти (однородные плоские волны), так и вне ее (не-
однородные плоские волны evanescent wave). 

Далее приведем необходимые сведения по всем 
рассматриваемым разложениям. 

Теорема разложимости Аткинсона—Уилкокса 
[2–4], [5, с. 84], [15] 

Приведем теорему разложимости Аткинсона—
Уилкокса в редакции работы [5, с. 84]. 

Теорема 3.6. Пусть  2 3 \u C R D  является 
решением однородного уравнения Гельмгольца, 
удовлетворяющим условию излучения Зоммер-
фельда. Пусть 0R  таково, что 

0R   

 3 3
0, \R R R D   x x , и пусть  , ,r    — 

сферические координаты точки x . Тогда  u x  

представимо в виде разложения 

   i

0

,kr
n

n
n

Feu
r r

 



 x , 

которое справедливо при 0r R  и сходится абсо-
лютно и равномерно по r ,  ,  . Этот ряд можно 
почленно дифференцировать по r ,  ,   любое 
число раз, и полученные дифференцированием 
ряды также сходятся абсолютно и равномерно. 

Элементы последнего ряда находятся из рекур-
сии [5, c. 86] 

 
    1 1

2i ,

B , ( 1) , ,
n

n n

knF

F n n F

 

    



  
  

1,2,3,...n  , 

где 
2

2 2

1 1B sin
sin sin


    

        
 — опера-

тор Бельтрами на сфере;  0 ,F    — ар или диа-
грамма направленности поля  0 ,F     

 ˆ( ) ,u u    x . 
Перепишем последние ряд и рекурсию в виде 

геометрооптического анзаца 

   
 

i

0

,kr
n

n
n

Feu
r kr

 



 x , 

 

 

2

2 2

1

,

1 1sin ( 1)
sin sin

2i
, ,

n

n

F

n n

n
F

 


    

 



              


  

1,2,3,...n    

Очевидно, что приведенное разложение связы-
вает волновое поле, являющееся излученным ре-
шением уравнения Гельмгольца, с его ар. 

Разложение результирующей ар  
в сложном падающем поле  

Для эффективного вычисления суммарной ар  
в [1] предложен аналог теоремы разложимости 
Аткинсона—Уилкокса, представленный следую-
щими выражениями, совершенно идентичными  
по структуре ряду и рекуррентной формуле  
из теоремы разложимости Аткинсона—Уилкокса, 
приведенным выше, 
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0i
0 0

0 0 0
00 0

( , , , )( , , , , )
( )

kR
n

n
n

Feu R
R kR

   
   






  , 

где функции 0 0( , )nF    с необходимыми парамет-
рами  ,   определяются из следующего рекур-
рентного соотношения  

 

0
0 0 0

2
1

12 2
0 0

1 sin
sin

1 ( 1) 2i ,
sin

n

n

F

n n n F


  

 




   
      


    

 

а 0F  равна 

0 0 0 0 0 0 0ˆ( , , , ) ( , ) ( , , , )F u u          . 

Здесь 0 0 0( , , , , )u R     — результирующая ар; 
 0 0 0 0, ,R  x  — координаты включения; 

0 0ˆ( , )u    значение диаграммы направленности ис-
точника первичного поля, находящегося в начале 
координат по направлению 0 0( , )   на включение; 

0 0( , , , )u      — каноническая ар включения при 
падающей плоской волне с единичным вектором 

 0 0 01, , d . 
Такое разложение справедливо, когда первичное 

падающее поле является излученным решением 
обычного уравнения Гельмгольца, и тогда сама 
обобщенная ар оказывается излученным решением 
уравнения Гельмгольца по переменным, совпа-
дающим с координатами включения. Этот вывод 
следует из необходимых условий теоремы разло-
жимости Аткинсона—Уилкокса, приведенной 
выше. 

Таким образом, приведенное разложение свя-
зывает результирующую ар (аналог поля рассея-
ния в разложении Аткинсона—Уилкокса) с ар па-
дающего поля и канонической ар включения (ана-
лог ар в разложении Аткинсона—Уилкокса).  

Функция Герглотца 
Далее изложим основные определения и свой-

ства волновой функции Герглотца (Herglotzwave 
function) [13, 20, 21].  

Волновая функция Герглотца (ВФГ)  v x  име-
ет следующее определение [13, c. 55] 

     i dkv e g s d



  x dx d , 3Rx ,               (5) 

где  2g L  ;   — поверхность единичной сфе-
ры; (sin cos ,sin sin ,cos )    d  — единичный 
вектор, совпадающий по направлению с волновым 

вектором плоской волны, лежащий на поверхно-
сти единичной сферы  ;  g d  — ядро Герглотца 
функции  v x . В [13, с. 55] отмечается, что для 
заданного  2g L   функция 

     i dkv e g s d 



  x dx d , 3Rx ,            (6) 

также определяет волновую функцию Герглотца. 
Для заданной функции  2g L   решение 

проблемы рассеяния при падающей волне 

     i
inc dkv e g s d



  x dx d , 3Rx   (7) 

дается выражением 

       s s , dv u g s d


 x x d d , 3 \R Dx      (8) 

и характеризуется следующей амплитудой рассея-
ния: 

       , dv u g s d 


 x x d d  , x . (9) 

Очевидно, что выражения (3) и (4) эквивалент-
ны соответственно выражениям (7) и (9) при рас-
смотрении области видимости, т. е. на единичной 
сфере  . Отметим, что выражения (5) и (9) при-
ведены также в [1, 19] независимо и для всей об-
ласти определения, а не только для области види-
мости. 

Подчеркнем, что выражения (5)–(9) имеют про-
зрачный физический смысл, обусловленный ли-
нейностью поставленной задачи рассеяния. Так, 
выражения (5), (6) характеризуют сложную па-
дающую волну, представленную в виде разложе-
ния по однородным плоским волнам (в [1] такое 
представление получено для всего спектра одно-
родных и неоднородных плоских волн), что, соб-
ственно, подтверждает выражение (7). Рассеянная 
волна, отвечающая падающей волне (5), выража-
ется формулой (8), а ар поля (8) определяется вы-
ражением (9). 

Для случая акустических волн ВФГ (5), (6) 
 v x  является целым решением уравнения Гельм-

гольца [13, с. 55], [20] 
2 0v k v   .   (10) 

Кроме того, для функций  ,u x d  из (9) спра-
ведлив принцип взаимности для рассеяния, кото-
рый выглядит как при объемном рассеянии, так и 
при многообразных краевых условиях на границе 
рассеивателя при поверхностном рассеянии сле-
дующим образом [11, с. 261], [13, с. 54, 55, 223, 
285], [21], [22, с. 127] 
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   , ,u u   x d d x  .  (11) 

Это свойство тесно связано со следующей сим-
метрией функции Грина для оператора Гельм-
гольца (называемой также фундаментальным ре-
шением оператора Гельмгольца) [23, с. 746]: 

   G , G ,x y y x , 

где  G ,x y  и  G ,y x  определяются уравнениями 

     2G , G ,k    x x y x y x y , 

     2G , G ,k    y y x y x y x . 

Здесь x  и y  — операторы Лапласа, дейст-
вующие по переменным x  и y  соответственно. 
Фундаментальное решение оператора Гельмгольца 
при принятом выше условии излучения Зоммер-
фельда равно [24, с. 119, 204] 

      1G , G , G
4

ke




    


x y

x y y x x y
x y

    (12) 

(см. подробнее [23, c. 746–752]). 
Отметим, что аналоги (5), (6), полученные в [1, 

19], являются излученными решениями уравнения 
Гельмгольца. 

О свойствах амплитуды рассеяния  
[5], [11, § 3.2.4], [12–15 и др.] 

В случае простейшей задачи объемного аку-
стического рассеяния поле в области D  подчиня-
ется возмущенному уравнению Гельмгольца (см., 
например, [13, с. 2]) 

     2 0u k n u  x x x ,  (13) 

где    2 2/n c cx x  — показатель преломления; 
 c x  — скорость звука, Dx . В случае, когда 

падающая волна плоская 
inc

i( ) ku e  d xx , решение 
задачи рассеяния ищется из интегрального урав-
нения Липпмана—Швингера [13, с. 5] 

       i 2, G dk

D

u e k m u  d xx d x y y y y , (14) 

где  ,u x d  определяется в (1) (в поле  ,u x d  поя-
вился параметр d , отражающий неявную зависи-
мость поля u , а значит, и поля рассеяния su  и ка-
нонической ар u  от направления распростране-
ния плоской волны ike d x );    1m n y y ; 
 G x y определяется из (12). Из (1) и (14) видно, 

что поле рассеяния  su x  равно 

       2
s , G , d

D

u k m u x d x y y y d y .  (15) 

Получение асимптотики (2) из (14), (15) приво-
дит к следующему виду канонической ар [13, 
с. 10]: 

     
2

i, , d
4

k

D

ku e m u y


 
    x yx d y y d

 .          (16) 

В случае поверхностного рассеяния при паде-
нии плоской волны ike d x  каноническая ар поля 
 s ,u x d  в общем случае определяется выражени-

ем [22, с. 499], [13, с. 20] 

ˆi
ˆi

ˆ( , )

1 ( , )( , ) d ( ).
4 ( ) ( )

k
k

D

u

e uu e s y




 
 





  
    


x y

x y

x d

y dx d
n y n y

. 

Если ( , )u x d  обозначает давление ( , )p x d , то 
для ˆ( )u x  из (2) справедливо равенство [11, с. 109] 

  ˆi

1ˆ( , )
4

ˆi ( ) ( , ) i ( ) ( , ) d ( ).k

D

u

k p e s y






 



  

    x y

x d

x n y y d n y v y d
 

Здесь ( )v y  — вектор колебательной скорости на 
поверхности D . 

Соотношения в виде рядов по сферическим 
функциям (мультипольные представления) 
Справедливо следующее утверждение [13, 

с. 34].  
Пусть ( )u x  — излученное решение уравнения 

Гельмгольца вне шара Rx , 0R  . Тогда для 
( )u x  справедливо разложение по сферическим 

функциям 

(1)

0

ˆ( ) h ( ) ( )
n

m m
n n n

n m n
u a k Y



 

 x x x . (18) 

Полю (18) отвечает ар [13, с. 35] 

1
0

1 1ˆ ˆ( ) ( )
i

n
m m

n nn
n m n

u a Y
k



 
 

  x x . (19) 

Здесь (1)h ( )n k x  — сферическая функция Ханкеля 
первого рода с асимптотикой при большом аргу-

менте   1(1) i1 1h ( ) i 1n kr
n kr e O

kr kr
       

  
; m

na  — 
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искомые коэффициенты; ˆ( )m
nY x  — сферические 

функции на единичной сфере, равные 
i2 1( )!( , ) ( )

4 ( )!
m mm

n n
n n mY P e

n m
  


 




; ( )m
nP   — 

присоединенные полиномы Лежандра. 
Выражение (19) следует из (18) при подстанов-

ке в нем асимптотик функций (1)h ( )n kr  при r   
и сравнении с выражением (2), являющимся фак-
тически математическим определением ар. 

В силу ортонормальности системы функций 
ˆ( )m

nY x  на единичной сфере из (19) получаем 

 

 

*1

2
*1

0 0

ˆ ˆi ( ) ( ) d ( )

i ( , ) ( , ) sin d d .

m n m
n n

n m
n

a k u Y s

k u Y
 

      









 





 

x x d

 

Звездочка в верхнем индексе в последнем выра-
жении означает комплексное сопряжение. 

В случае, когда падающая волна является пло-
ской 

inc

i( ) ku e  d xx , в выражениях (18) и (19) вме-
сто ( )u x  и ˆ( )u x  должны фигурировать соответ-
ственно функции ( , )u x d  и ˆ( , )u x d . 

Согласно [13, с. 30], элементарными излучен-
ными решениями уравнения Гельмгольца являют-
ся следующие формы:  

 1( ) h ( ) ( , )m m
n n nk Y   x x ,    (20) 

а элементарными целыми решениями уравнения 
Гельмгольца — элементарные формы 

ˆ( ) j ( ) ( )m m
n n nk Y x x x ,     (21) 

являющиеся действительными составляющими 
форм (20) для излученного решения. 

Разложение Уиттекера и Девани—Вольфа  
[18] 

РазложениеУиттекера. Уиттекером установ-
лена следующая формула разложения по плоским 
волнам для целых решений однородного уравне-
ния Гельмгольца, являющаяся преобразованием 
Фурье на сфере единичного радиуса: 

2
i

0 0

ˆ( ) d ( ) sin d
4

kku u e
 

  


   d xx d , (22) 

где (sin cos ,sin sin ,cos )    d . Причем для 
элементарных целых решений ( )m

n x  
ˆj ( ) ( )m

n nk Y x x  имеет место равенство  

2
i

0 0

( ) j ( ) ( , )

1( i) d ( , ) sin d .
4

m m
n n n

n m k
n

k Y

Y e
 

 

    




  

    d x

x x

       (23)
 

Тогда, если разложить образ ˆ( )u d  по сфериче-
ским гармоникам  

0

ˆ ˆ( ) ( , ) ( i) ( , )
n

n m m
n n

n m n
u u b Y   



 

   d ,      (24) 

то окажется, что прообраз равен 

0
( ) ( )

n
m m

n n
n m n

u k b


 

  x x .                (25) 

Для m
nb  из (24) вытекает 

 
2

0 0

ˆi d ( , ) ( , )sin dm n m
n nb Y u

 

      


   .     (26) 

Как видно, целому решению (25) соответствует 
образ (24) с коэффициентами, определяемыми  
из (26). Разложение осуществляется по однород-
ным плоским волнам с углами распространения  
из круга видимости [0, ]  , [0,2 ]  , что от-
вечает компонентам волнового числа 

sin cosxk k    и sin sinyk k   , не превосхо-
дящим k , т. е. лежащим внутри круга 

2 2 2
x yk k k  .  

Равенство (23) означает, что с точностью до по-
стоянного коэффициента функция ( , )m

lY    явля-
ется фурье-образом функции j ( ) ( , )m

l lkr Y    в кру-
ге видимости. 

Сравнение функции Герглотца (5) и преобразо-
вания Уиттекера (22) с учетом того, что ds  в (5) 
равно d sin d ds    , показывает их совпадение 
с точностью до постоянного множителя. 

Разложение Девани—Вольфа [18]. Преобра-
зование Фурье от функции ( , )m

lY    на всей плос-
кости   2,x yk k R  равно [18]  

 

i2 2
i

0 0

( ) h ( ) ( , )

i( i) d ( , ) sin d .
2

m m
n n n

n m k
n

k Y

Y e




 

    




 



  

    d x

x x

      (27)
 

Показатель экспоненты в (27) равен 
 sin sin cos( ) cos cos        d x x ;  знак + 

соответствует положительной ординате точки на-
блюдения x , а отрицательной — знак –.  
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В [18] используется версия  h ( )n k x  сфериче-
ской функции Ханкеля, равная  h ( )n kr   

(1)i h ( )n kr . Следовательно ( ) i ( )m m
n n  x x . Пе-

репишем (27) в терминах функций (1)h ( )n kr , внеся 
1( i)n  под интеграл: 

 1

i2 2
1 i

0 0

( ) h ( ) ( , )

i d ( i) ( , ) sin d .
2

m m
n n n

n m k
n

k Y

Y e




 

    


 

 

  

   d x

x x

    (27а)
 

Сформируем в левой части (27а) поле (18), про-
ведя соответствующее суммирование слева  
и справа в (27а), а также умножив и поделив спра-
ва на k : 

(1)

0

i2 2
1

00 0

i

ˆh ( ) ( )

i 1d ( i) ( , )
2

sin d .

n
m m

n n n
n m n

n
n m m

n n
n m n

k

a k Y

k a Y
k

e




  


 



 

 




 





 
   

 


 

  
d x

x x

 

Или иначе, учитывая (18) и (19): 

i2 2
i

0 0

i( ) d ( ) sin d
2

kku u e




  


 


   d xx d . (28) 

Последнее выражение, связывающее ар u   
с полем рассеяния ( )u x , хорошо известно (см., 
например, [22, c. 499, 500], [11, с. 122], [12]). Оно 
обычно записывается в двух формах: в сфериче-
ских и в декартовых координатах: 

 

i2 2
i

0 0

i

i ˆ( ) d ( ) sin d
2

ˆ( , )i d d .
2

x y z

k

k x k y k zx y
x y

z

ku u e

u k k
e k k

k




  




 



 
 

 

 



 

 

d xx d
   

Здесь ˆ( ) ( )u ud d , а знак сверху формально от-
ражает факт того, что функция ˆ( )u d  является про-

образом функции ( )u x ; 2 2 2
z x yk k k k     

cosk   — вертикальная составляющая волново-
го вектора; в экспоненте знак  соответствует по-
ложительной ординате точки наблюдения x , а от-
рицательной знак  . 

Замечание. Отметим, что в настоящей работе 
основное выражение (28) разложения Девани—

Вольфа получено на основе выражений (18) и (19), 
одинаково справедливых как для объемных, так и 
поверхностных рассеивателей в области 

3 \R Dx , в то время как в [18] оно получено 
только для случая объемного рассеяния. 

ВЫВОДЫ 

Выше приведены и рассмотрены различные 
функциональные соотношения между ключевыми 
параметрами процесса рассеяния: полем рассеяния 
и амплитудой рассеяния. Таковыми соотношения-
ми может быть либо соотношение геометроопти-
ческого типа (разложение в виде ряда Аткинсо-
на—Уилкокса), либо связь через представление 
обеих функций в ряды по сферическим функциям 
(мультипольные представления), либо в виде ин-
тегрального представления (разложение Девани—
Вольфа). В первых двух случаях область опреде-
ления обеих функций ограничивается т. н. обла-
стью видимости, в третьем случае область опреде-
ления полярного угла распространяется на всю 
комплексную плоскость. Такое многообразие 
представлений возможно еще и вследствие анали-
тических свойств обеих функций: поле рассеяния 
является излученным решением уравнения Гельм-
гольца, любое дважды дифференцируемое реше-
ние которого есть аналитическая функция своих 
аргументов [5, с. 83], а также тем, что амплитуда 
рассеяния  ,u    является целой аналитической 
функцией своих аргументов [11, §3.2.4, с. 126–
128]. Приведен также аналог разложения типа Ат-
кинсона—Уилкокса для обобщенной амплитуды 
рассеяния, что возможно только в случае, когда 
падающее сложное поле является излученным ре-
шением уравнения Гельмгольца. В этом случае 
результирующая амплитуда рассеяния также под-
чиняется уравнению Гельмгольца. Показано, что 
волновая функция Герглотца с точностью до по-
стоянного множителя совпадает с разложением 
Уиттекера. Приведенные результаты весьма по-
лезны для приложений, и в частности, в задачах 
научного приборостроения. 
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ON  THE  RELATIONS  CONNECTING  THE  SCATTERING   
FIELD  WITH  THE  SCATTERING  AMPLITUDE 

 
B. P. Sharfarets 

 
Institute for Analytical Instrumentation of RAS,  Saint-Petersburg, Russia 

 
Various functional relationships between the main parameters of the scattering process are considered in this 

paper: the scattering field and the scattering amplitude. These relations are either geometrically-optic type (de-
composition in the form of the Atkinson—Wilcox series), or a connection through the representation of both 
functions in series in spherical functions(multipole representations), or as an integral representation (Devaney—
Wolf representation). Such a variety of representations is also possible due to the analytic properties of both 
functions: the scattering field is an radiation solution of the Helmholtz equation, any two differentiable solutions 
of which are analytic functions of their arguments, and also because the scattering amplitude is an entire analytic 
function of its arguments. An analog of an Atkinson—Wilcox representation for the generalized scattering am-
plitude is also given, which is possible only in the case when the primary incident complex field is a radiating 
solution of the Helmholtz equation. The resulting scattering amplitude in this case also obeys the Helmholtz eq-
uation. It is shown that the Herglotz wave function coincides, up to a constant factor, with the Whittaker repre-
sentation. The above results are very useful for applications, and in particular, in the problems of scientific in-
strument making. 
 
 
Keywords: scattering amplitude, Atkinson—Wilcox decomposition, Whittaker's representation, Devaney—Wolf represen-
tation, incident plane wave, the canonical scattering amplitude, resulting scattering amplitude, Herglotz wave function 
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