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Квазиполиномиальные однородные потенциалы, удовлетворяющие уравнению Лапласа и заданные в анали-
тической форме, обеспечивают достаточно представительную , но не слишком полную выборку трехмерных 
потенциалов, однородных по Эйлеру. В работе показано, как с помощью гармонического интегрирования 
можно расширить класс потенциалов, удовлетворяющих уравнению Лапласа и однородных по Эйлеру, зада-
ваемых в аналитическом виде.  
 
 
Кл. сл.: электрические поля, магнитные поля, однородные по Эйлеру функции, принцип подобия траекторий 
в оптике заряженных частиц; аналитические решения уравнения Лапласа 
 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 

Эта статья продолжает исследования электри-
ческих и магнитных полей, однородных по Эйле-
ру, применительно к целям оптики заряженных 
частиц, которые были начаты в публикациях [1–
15]. В публикациях [2, 12, 13] исследуются одно-
родные гармонические функции квазиполиноми-
ального вида с порядком однородности k  (необя-
зательно целочисленным) и степенью n , которые 
описываются выражениями вида 
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где    ,j x z  — это однородные функции порядка 
 k j , удовлетворяющие цепочке рекуррентных 
соотношений      2j j j

xx zz       ( , 1, ,0j n n   , 
  0j   при j n ). Функции вида (1) распадаются 

на сумму по четным степеням 2 jy  и сумму по не-
четным степеням 2 1jy  , каждая из которых по от-
дельности является однородным гармоническим 
квазиполиномом.  

Хотя в общей форме (1) присутствует доста-
точно много свободных констант, но вся эта сво-
бода сводится к тому, что выражение (1) — это 
линейная комбинация с произвольными коэффи-
циентами, составленная из эталонных гармониче-
ских квазиполиномов степени n  и ниже относи-
тельно переменной y . Если дополнительно выде-
лить, например, координату z , то окажется, что 
для каждого порядка однородности k  и для каж-

дой фиксированной степени 0,1, 2,n    имеется 
ровно два независимых эталонных квазиполино-
ма — один из них будет четной функцией от z , 
другой нечетной [2, 12, 13]. Естественно, вместо 
выделенной координаты y  в выражении (1) мож-
но использовать x  либо z , а также линейные 
комбинации переменных , ,x y z  с постоянными 
коэффициентами. 

Квазиполиномиальные потенциалы обеспечи-
вают исследователя эталонным набором полей, 
которые можно использовать для синтеза электро-
статических и магнитостатических систем. Однако 
рассматриваемые изолированно квазиполиноми-
альные потенциалы представляют собой весьма 
узкое подмножество существующих в принципе 
однородных гармонических потенциалов с задан-
ным порядком однородности. Задача данной рабо-
ты состоит в поиске дополнительных способов 
конструирования однородных гармонических по-
тенциалов, заданных в аналитической форме. Та-
кие аналитические выражения, не совпадающие  
с выражениями вида (1), должны расширить класс 
однородных по Эйлеру потенциалов, доступных 
для синтеза электростатических и магнитостати-
ческих электронно- и ионно-оптических систем.  

Для решения этой задачи используется проце-
дура гармонического интегрирования [15], позво-
ляющая переходить от имеющихся однородных 
гармонических функций к однородным гармони-
ческим функциям старшего порядка. Показано, 
что, хотя в общем случае эта операция и не выхо-
дит за рамки семейства, описываемого формулами 
(1), но для вырожденных случаев, соответствую-
щих целочисленным порядков однородности, она 
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порождает новые однородные гармонические 
функции, задаваемые в аналитической форме  
и выходящие за рамки класса квазиполиномиаль-
ных потенциалов. 

ИНТЕГРИРОВАНИЕ КВАЗИПОЛИНОМОВ  
В ОБЩЕМ СЛУЧАЕ 

В монографии [16] и в работе [15] рассматрива-
ется теорема о дифференцировании трехмерных 
однородных гармонических функций, имеющая 
фундаментальное значение. А именно, для любой 
трехмерной однородной гармонической функции 

 , ,mU x y z  порядка m  (где m  — произвольное 
вещественное число) найдется такая трехмерная 
однородная гармоническая функция  1 , ,mU x y z  
порядка 1m  , что    1, , , ,m mU x y z U x y z x   . 
(Вместо координаты x  может использоваться лю-
бое наперед заданное фиксированное направление 
в трехмерном пространстве, по которому выпол-
няется дифференцирование.) То, что функция 

   1, , , ,m mU x y z U x y z x    будет трехмерной 
однородной и гармонической порядка m , если 
функция  1 , ,mU x y z  является трехмерной одно-
родной и гармонической порядка 1m  , представ-
ляет собой элементарное следствие общих свойств 
функций, однородных по Эйлеру [17, 18] и того 
факта, что уравнение Лапласа является линейным 
с постоянными коэффициентами. Обратное же 
утверждение глубоко не тривиально. 

Рассмотрим, что происходит с квазиполинома-
ми (1) при применении к ним теоремы о диффе-
ренцировании однородных гармонических функ-
ций. При дифференцировании выражения (1)  
по y  получается однородный гармонический ква-
зиполином с порядком однородности, равным 
 1k   и степенью  1n  . При дифференцирова-
нии выражения (1) по x  или по z  получается од-
нородный гармонический квазиполином с поряд-
ком однородности, равным  1k  , и степенью n . 
Понижение степени квазиполинома возможно, 
если старший коэффициент    ,n x z  при диффе-
ренцировании обратится в ноль — но это бывает 
только в случае классических гармонических по-
линомов, т. е. при натуральных порядках одно-
родности 1,2,k    при выполнении дополни-
тельного условия n k . Можно проверить, что 
вырожденные квазиполиномы, которые зависят  
не от трех, а от двух переменных, и при том самом 
дифференцировании по y  обращаются в тождест-
венный ноль, представляют собой классические 
гармонические полиномы (от двух переменных)  

и их порядок однородности обязательно является 
натуральным числом. 

При интегрировании выражения (1) по y  полу-
чим однородный гармонический квазиполином 
степени  1n   с порядком однородности  1k  , 
который имеет вид 
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Поскольку при 0j          1, ,j jx z x z   ,  
то цепочка рекуррентных соотношений 

     2j j j
xx zz

     будет выполнена при всех j , 
кроме 0j  . Тем самым для завершения конст-
руирования  , ,V x y z  остается найти функцию 

   0 ,x z , которая будет однородной с порядком 
однородности  1k   и удовлетворять уравнению 
Пуассона      0 0 1

xx zz     , где    1 ,x z  — из-
вестная однородная функция с порядком однород-
ности, равным  1k  . Разрешимость такой задачи 
и степень свободы, с которой задается найденное 
решение, обсуждаются в [15] при доказательстве 
теоремы о дифференцировании однородных гар-
монических функций. 

Эти операции генерирования новых однородных 
гармонических функций не представляют особого 
интереса, поскольку гарантированно оставляют ре-
зультат в рамках семейства квазиполиномиальных 
однородных гармонических функций. Более инте-
ресным случаем будет интегрирование квазиполи-
нома (1) по одной из переменных x  или z .  

Пусть для определенности используется интег-
рирование по x . Результатом будет выражение 
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где  j z  ( 0,1, ,j n  ) и  ,y z  — некоторые 
пока неизвестные функции. Следует так подобрать 
функции  j z  и  ,y z , чтобы (2) оказалось 
однородной гармонической функцией с порядком 
однородности, равным  1k  . Поскольку функ-
ция  ,y z  не обязана быть полиномом  
по переменной y , возникает возможность расши-
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рить класс аналитических выражений (1) для од-
нородных гармонических функций. 

Из выражения (2) следует, что имеющиеся  
в нашем распоряжении свободные параметры из-
быточны и функции  j z , вообще говоря, могут 
выбираться произвольным образом: вклад выра-

жения  
1
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j
j

y z
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  всегда может быть скомпен-

сирован изменением функции  ,y z . Временно 
потребуем, чтобы  , 0y z  , т. е. что свободные 
члены для функций    ,j x z , полученных в ре-
зультате интегрирования, выбраны так, чтобы ква-

зиполином    
0

, !
n

jj

j
y x z j



  был гармонической 

и однородной функцией с порядком однородности 
 1k   сам по себе. Если удается найти такое ча-
стное решение, для которого это условие дости-
жимо, то для оставшегося свободного параметра 
 ,y z  разность  
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окажется однородной гармонической функцией 
двух переменных. Но все такие функции имеют 
вид [2, 9, 12, 13, 15] 
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   0 , arctg ,a bV y z c c y z        (4) 

где ac , bc  — произвольные константы, а m  — 
порядок однородности. В итоге получается общее 
решение для продукта гармонического интегриро-
вания по x , записанное в виде (2). 

При выполнении условия  , 0y z   цепочка 
рекуррентных соотношений      2j j j

xx zz
     

превращается в рекуррентные соотношения для 
функций  j z :  

   2j jz z      
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(учтено равенство      2j j j
xx zz      ). Однород-

ные функции  j  должны удовлетворять диффе-
ренциальным соотношениям Эйлера 

       1j j j
x zx z k j        [17, 18], это налагает 

дополнительные условия на функции  j z : 
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(использовано равенство    j j
x zx z    

   jk j   , справедливое в силу однородности 
функций    ,j x z ). Осталось проверить совмест-
ность полученных уравнений 

         0 01 ,j
j jz z k j z x x z        , (5) 

       2 0 ,j
j j xz z x z        (6) 

и найти решение для  j z .  
Общим решением для дифференциального 

уравнения (5) будет функция 
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где ja  — произвольная константа. После подста-
новки в уравнение (6) вместо функций j  и 2j   
формулы (7) и с учетом соотношения 

     2j j j
xx zz       получаем: 

 
 
 



ГАРМОНИЧЕСКОЕ  ИНТЕГРИРОВАНИЕ... 

НАУЧНОЕ ПРИБОРОСТРОЕНИЕ, 2017, том 27, № 3 

123

  
     

  
          

 

                 
   

  
   

0

0

2 2
0 0

0
0 0

1
0

0 0 0 0

1 2 2
0

0

, d
1

, , d
1

, , ,
1

, .
1

z
j j k j

j
z

z
j j k j

xx zz
z

k j
j j j

x z

k j
j

x

a
a x x

k j k j

x x x
k j k j

x z k j x z x x z z x z
k j k j

z x z
x z

k j k j

   

     

  



   

 

  

  

   
  

  
  

    
  




  




 

 (8)

 

 
 

Правая часть рекурсивного выражения (8), во-
обще говоря, зависит от переменной z, тогда как 

ja  и 2ja   должны быть константами. Но если про-
дифференцировать выражение (8) по переменной 
z  и упростить подобные члены, то получим вы-
ражение 

 
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которое должно быть нулем в силу того, что про-
изводная    ,j

x x z  — функция, однородная  
по Эйлеру с порядком однородности  1k j   
[17, 18]. Следовательно, правая часть (8) не зави-
сит от z  и в частности, можно подставить 0z z . 
С учетом того, что         0j j j

x zx z k j      , 
получаем рекуррентное соотношение в оконча-
тельной форме: 
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.  (9) 

Это позволяет вычислить неизвестные коэффи-
циенты ja , а с помощью формулы (7) вычислить 
неизвестные функции  j z . Любопытно, что при 
пропорциональном масштабировании 0 0,x z  зна-
чения констант ja  не меняются. 

Возможен и другой способ. Из (5) находим зна-
чение  j z   и, после дифференцирования, значе-
ние  j z  , которые будут выражены через  j z  
и известные функции. Подставив полученное зна-
чение  j z   в (6), получаем рекурсивную связь 
между  j z  и  2j z  , которая с учетом требо-

вания   0j z   при j n  позволяет вычислить 
все функции  j z : 

 
 

  
     
  

              
  

2 22
0 02

0 0 0 0 0

,
1 1

, , ,
.

1

j

j
xj

j j j
x z

z

x z x zz z
k j k j k j k j

x x x z z x z k j x z

k j k j





  






  

     

  


  

  

(10)

 

Для практических вычислений это соотноше-
ние можно упростить, если использовать условие 

       j j j
x zx z k j     , справедливое в силу то-

го, что    ,j x z  — функция, однородная по Эй-
леру с порядком однородности  k j : 

   
  
     
  

   
 

2
2

2 2
0 0 0 0

1

, 2 ,
.

1 1

j
j

j j
x

z z
z

k j k j

x z x z x x z
k j k j k j




 

  
  


 

    

   

(11)

 

Остается проверить, что функции  j z , полу-
чаемые из рекурсивного соотношения (10), дейст-
вительно удовлетворяют уравнению (5). При j n  
и 1j n   уравнение (5) выполнено, поскольку 
при j n  функции  j z  и    ,j x z  обращаются 
в ноль. Пусть уравнение (5) выполняется для 

 2j z  . Тогда из рекурсивного соотношения (10) 
следует, что уравнение (5) будет выполнено также 
и для  j z : 

         0 01 ,j
j jz z k j z x x z         
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(здесь использовано соотношение  2j    
   j j
xx zz     и то, что    j j

xx xzx z    
   1 j

xk j    , поскольку производная 
   ,j
x x z  — это функция, однородная по Эйлеру  

с порядком однородности  1k j  ). Следова-
тельно, уравнение (5) будет выполнено при всех 
значениях j . 

Проверять уравнение (6) нет необходимости. 
Если функции  j z  удовлетворяют уравнению 
(5) и удовлетворяют рекурсивному соотношению, 
полученному комбинированием уравнения (5)  
и уравнения (6), то они удовлетворяют уравнению 
(6). В результате мы получаем новый однородный 
гармонических квазиполином, который имеет ту 
же степень, что и раньше, но обладает на единицу 
бóльшим порядком однородности. Это означает, 
что в общем случае процедура гармонического 
интегрирования не позволяет выйти за пределы 
класса функций (1). 

ВЫРОЖДЕННЫЙ СЛУЧАЙ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 
КВАЗИПОЛИНОМОВ 

Итак, в общем случае процедура интегрирова-
ния квазиполинома (1) по переменной x  либо z  
оставляет результат в рамках квазиполиномиаль-
ного класса однородных и гармонических потен-
циалов. Однако, как видно из рекурсивных соот-
ношений (9) и (11), при некоторых значениях по-
рядка однородности k  возникают проблемы, ко-
гда при каком-то 0,1, ,j n   величины  k j  
или  1k j   обращаются в ноль (это возможно, 
когда k  натуральное число, ноль или 1 , а сте-
пень квазиполинома n k ). Тогда при конструи-
ровании однородных гармонических функций  
по формуле (2) требуется привлекать ненулевые 
функции  ,y z , а сам процесс гармонического 

интегрирования приобретает дополнительные 
особенности. Эти случаи могут оказаться доволь-
но интересными, поскольку позволяют конструи-
ровать новые аналитические выражения для одно-
родных потенциалов, которые уже не будут яв-
ляться квазиполиномами, где аналитические фор-
мулы известны в явном виде [2, 12, 13]. С другой 
стороны, все эти исключительные случаи реали-
зуются лишь тогда, когда порядок однородности 
является целым числом, а для такого случая в на-
шем распоряжении уже имеются более универ-
сальные и эффективные инструменты, позволяю-
щие исчерпывающим образом генерировать ана-
литические формулы для однородных гармониче-
ских потенциалов [9, 16]. 

Проблема исключительных случаев тесно свя-
зана с тем фактом, что однородное гармоническое 
интегрирование двумерной функции при нату-
ральных порядках однородности, как уже было 
отмечено ранее, не всегда порождает двумерную 
же функцию. Действительно, если продифферен-
цировать формулу (2)  1n   раз по переменной 
y , то квазиполиномиальная часть исчезнет и ос-

танется только  1n  -я производная от функции 
 ,y z . В силу того, что исходная функция была 

гармонической и однородной по Эйлеру с поряд-
ком однородности k , результат  1 1,n ny z y     
обязан быть функцией, гармонической и однород-
ной по Эйлеру с порядком однородности 

 1m k n    (возможно, тождественно равной 
нулю). Соответственно функция  1 1,n ny z y     
совпадает с одной из эталонных двумерных одно-
родных гармонических функций  ,mV y z  порядка 
m  и тем самым обязана выражаться с помощью 
формул (3), (4). 

Если проделать интегрирование функции 
 1 1,n ny z y     по y  в обратном порядке и если 

по ходу процесса не будет возникать особых слу-
чаев, когда приходится интегрировать однородные 
функции с порядками однородности 0  и 1 , то 
результат будет однородной гармонической функ-
цией от двух переменных, к которой добавлен ква-
зиполином вида   !j

jy z j . Можно присоеди-
нить квазиполином   !j

jy z j  к квазиполино-

му    , !jjy x z j  (точнее, объединить вместе 
неопределенные функции  j z  и  j z ). В та-
ком случае без ограничения общности можно счи-
тать свободный член  ,y z  однородной гармо-
нической функцией. Но тогда и квазиполином 

   , !jjy x z j  тоже обязан быть однородной 
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гармонической функцией, процедура восстановле-
ния неизвестных функций  j z  для которого 
была рассмотрена выше. Здесь нет противоречия, 
поскольку особый случай интегрирования одно-
родной двумерной функции связан с тем, что при 
каком-то значении 0,1, ,j n   величина  k j  
окажется равной нулю или 1 . Даже и в этом 
(стандартном) случае результат интегрирования 
однородного гармонического квазиполинома мо-
жет не быть квазиполиномом: формулы (3), (4) для 
ненулевого свободного члена  ,y z  порождают 
полиномы по переменной y  только при натураль-
ных порядках однородности. 

В вырожденном случае ситуация выглядит го-
раздо более сложной. Рассмотрим в качестве при-
мера результат гармонического однородного ин-
тегрирования по переменной x  функции 

   0 , , arctgV x y z x z , которая является однород-
ным гармоническим квазиполиномом нулевого 
порядка и нулевой степени от переменной y . На 
первом шаге мы получим однородную гармониче-
скую функцию первого порядка 
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на втором — однородную гармоническую функ-
цию второго порядка 
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на третьем — однородную гармоническую функ-
цию третьего порядка 
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и так далее. Наглядно видно, что результат отнюдь 
не является квазиполиномом по переменной y . 
При этом, хотя интегрирование и выполняется по 
переменной x , но за счет необходимости регуляр-
ного введения ненулевых корректоров  ,y z  
сложность получаемого выражения как функции 
от y  тоже постепенно повышается. Характерно, 
что в получаемых формулах по-прежнему можно 
выделить однородное и гармоничное ядро и зави-
сящий от произвольных констант однородный и 
гармоничный свободный член.  

Таким образом, однородное гармоническое ин-
тегрирование квазиполиномов с целыми порядка-
ми однородности может оказаться полезным инст-
рументом для получения новых аналитических 
формул для однородных гармонических функций, 
не являющихся квазиполиномиальными выраже-
ниями. Более подробный анализ исключительных 
ситуаций, возникающих при интегрировании од-
нородных гармоничных квазиполиномов с цело-
численными порядками, выходит за рамки данной 
работы. 
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HARMONIC  INTEGRATION  OF  QUASI  POLYNOMIAL  POTENTIALS 
WHICH  ARE  HOMOGENEOUS  IN  EULER  TERMS 

 
A. S. Berdnikov1, N. K. Krasnova2, K. V. Solovyev2 

 
1Institute for Analytical Instrumentation of RAS,  Saint-Petersburg, Russia 
2Peter The Great St. Petersburg Polytechnic University, Russia 

 
Electric and magnetic fields which are homogeneous in Euler terms are used to design the systems of charge 

particle optics with special properties. General theory of the harmonic functions which are homogeneous in Eu-
ler terms is an important instrument in this process. Quasi polynomial homogeneous potentials satisfying the 
Laplace equation and given in analytical form provide a sufficiently representative, but not complete, subset of 
3D harmonic potentials which are homogeneous in Euler terms. The paper shows how, using harmonic 
integration, it is possible to extend the class of potentials that are given in analytical form, satisfy the Laplace 
equation and are homogeneous in Euler terms.  
 
 
Keywords: electric fields, magnetic fields, homogeneous in Euler’ terms functions, similarity principle for charged particle 
trajectories, analytical solutions of Laplace equation 
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