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ПРОЦЕДУРА  МОДЕЛИРОВАНИЯ  СТОЛКНОВЕНИЙ  ИОНОВ  
С  МОЛЕКУЛАМИ  В  НЕОДНОРОДНЫХ  ПЕРЕМЕННЫХ  

ВО  ВРЕМЕНИ  ЭЛЕКТРОГАЗОДИНАМИЧЕСКИХ  ПОЛЯХ 
 

Разработаны и протестированы процедуры компьютерного моделирования движения ионов в неоднородных 
переменных во времени электрогазодинамических полях. Процедуры основаны на комбинированной модели 
взаимодействия ионов с молекулами газа, описывающей рассеяние ионов в широкой области энергий и учи-
тывающей единым образом взаимодействие иона с молекулой как в области отталкивания, так и в области 
притяжения. Разработанные модели и соответствующие вычислительные процедуры позволяют вводить не-
изотропные модели рассеяния. Предложенная монте-карловская процедура моделирования длины или вре-
мени свободного пробега основана на дискретизации по времени, что естественным образом сопрягается  
с дискретизацией уравнений движения. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Транспортирующие газонаполненные ионные 
тракты на основе радиочастотных полей с мульти-
польной пространственной структурой нашли ши-
рокое применение в масс-спектрометрии. Они ис-
пользуются в качестве промежуточной системы, 
соединяющей область высокого давления ионного 
источника (Electrospray, MALDI) с высоковакуум-
ной областью масс-анализатора [1, 2]. Помимо 
высоких транспортирующих качеств такого рода 
устройства эффективно сжимают фазовый объем 
пучка, что имеет большое значение при анализе 
потоков заряженных частиц с большим начальным 
разбросом по энергиям и углам. Последнее свой-
ство дало основание назвать эти устройства 
транспортирующим ионным трактом со столкно-
вительной фокусировкой (Collisional Focusing Ion 
Guide, CFIG) [2]. 

Методика транспортировки ионов радиочас-
тотным мультиполем нашла применение и в ядер-
ной физике для масс-анализа экзотических корот-
коживущих ядер с помощью ионных ловушек. 
Получаемые в сепараторах продуктов ядерных 
реакций потоки быстрых заряженных частиц  
с большими эмиттансами тормозятся в газовой 
ячейке, а затем с помощью радиочастотных квад-
руполей эти потоки трансформируются в про-
странственно сжатые низкоэнергетические ионные 
пучки, пригодные для анализа в ловушках [3].  

Эффективный потенциал, формируемый неод-
нородным радиочастотным полем [4], ограничива-

ет ионы в поперечном сечении, столкновения  
с молекулами буферного газа приводят к диссипа-
ции начальной кинетической энергии ионов. Пу-
чок охлаждается и стягивается к оси системы — 
фокусируется. Заметим, что эффективный потен-
циал не зависит от знака заряда иона. Это позво-
ляет собирать и удерживать ионы разной полярно-
сти в общей области, что широко используется  
в газофазной химии при исследовании реакций 
ионов противоположной полярности, в которых по 
крайней мере один из реактантов является много-
зарядным — такого рода ионы легко образуются 
при электроспрей-ионизации биополимеров [5]. 

Для оптимизации радиочастотных мультипо-
лей, используемых в качестве транспортирующих 
систем или ловушек, необходима модель динами-
ки ионов в таких устройствах. Эта модель должна 
адекватно описывать траектории ионов в пере-
менных во времени электрических полях заданной 
пространственной конфигурации, взаимодействие 
ионов с молекулами буферного газа с учетом их 
хаотического движения и потока газа в целом. Та-
кая модель необходима также для интерпретации 
результатов масс-спектрометрического экспери-
мента, например для анализа причин масс-
дискриминации, для их устранения или учета при 
обработке данных. 

Адекватность модели взаимодействия означает 
ее пригодность и достаточную точность при опи-
сании столкновений ионов в требуемом диапазоне 
энергий. Этот диапазон простирается от тепловых 
энергий (~ 10–2 эВ) до нескольких сотен эВ. По-
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этому модель должна учитывать как отталкива-
тельную ветвь потенциала взаимодействия, ответ-
ственную за столкновения при достаточно боль-
ших энергиях, так и притягивающую ветвь, опре-
деляющую рассеяние при малых энергиях.  

Динамика движения ионов в радиочастотных 
мультиполях рассматривалась в работах [2, 6]. 
Однако развитые в этих работах модели, как ана-
литические [2], так и численные [6], основаны на 
концепции взаимодействия абсолютно упругих 
шаров. Между тем это приближение при малых 
энергиях справедливо лишь для достаточно боль-
ших молекул, когда сечение "жесткой сердцеви-
ны" больше сечения поляризационного взаимо-
действия. Для ионов средних и малых масс при 
небольших значениях энергии столкновения оба 
сечения становятся сравнимыми. Поэтому при вы-
числении пространственно-энергетических рас-
пределений охлажденного пучка ионов модель 
упругих шаров должна быть дополнена моделью 
поляризационного взаимодействия.  

Необходимость совместного учета как поляри-
зационного, так и взаимодействия абсолютно уп-
ругих шаров отмечалась еще в работе [7]. В работе 
была развита процедура компьютерного модели-
рования, основанная на модели постоянной сред-
ней частоты столкновений (модель Максвелла, 
поляризационное взаимодействие) и на модели 
постоянной средней длины свободного пробега 
(приближение постоянного эффективного сечения, 
модель жесткой сферы). Комбинация этих двух 
моделей в рамках приближения фиктивных столк-
новений была предложена в работе [8]. Отметим, 
что приближение фиктивных столкновений позво-
ляет учитывать в рамках единой процедуры не-
сколько типов взаимодействия и различные типы 
реакций (например, помимо упругого рассеяния, 
фрагментацию ионов).  

Приближение фиктивных столкновений оказа-
лось эффективным при моделировании движения 
ионов в неоднородных электрогазодинамических 
полях. Развитые на его основе численные проце-
дуры были использованы при компьютерном мо-
делировании и исследовании газодинамических 
источников ионов [9, 10]. 

Наличие фактора времени и соответствующих 
параметров, его описывающих, — частота (или 
спектр частот) внешнего переменного во времени 
электрического поля — требуют анализа соотно-
шений между этой частотой и временн�м пара-
метром, характеризующим процесс взаимодейст-
вия с газом, — частотой столкновений.  

В настоящей работе предложена комбиниро-
ванная модель, описывающая рассеяние ионов  
в широкой области энергий и учитывающая еди-
ным образом взаимодействие иона с молекулой 
как в области отталкивания, так и в области при-

тяжения. Модель основана на приближении эф-
фективного радиуса взаимодействия в области от-
талкивания и на приближении Ланжевена в облас-
ти поляризационного притяжения. Модель учиты-
вает скоростную зависимость сечений взаимодей-
ствия, позволяет вводить неизотропные модели 
рассеяния и применима при расчете траекторий 
движения ионов в неоднородных газовых потоках. 
Динамика ионов представляется в виде монте-
карловской процедуры, включающей в себя моде-
лирование длины или времени свободного пробе-
га, вычисление траектории иона в неоднородном 
радиочастотном электрическом поле и моделиро-
вание столкновения с молекулой буферного газа. 
Тестирование вычислительной процедуры произ-
водится на известных результатах задачи о диффу-
зии и дрейфе ионов в газе под действием однород-
ного электрического поля. 

СЕЧЕНИЕ СТОЛКНОВЕНИЯ 

В приближении эффективного радиуса столк-
новения [13] сечение рассеяния иона на молекуле 
газа определяется расстоянием 0r  наибольшего 
сближения сталкивающихся частиц, которое нахо-
дится из равенства  

0( )V r E ,            (1) 

где ( )V r  — потенциал взаимодействия, 
2 2E   — энергия относительного движения, 

( )mM m M    — приведенная масса, m — мас-
са иона, M — масса молекулы,   — скорость от-
носительного движения.  

Если для отталкивательной ветви потенциала 
взаимодействия взять часто используемую ап-
проксимацию [12] 

( ) exp( / )V r A r a  ,    (2) 

то для расстояния наибольшего сближения полу-
чаем   2

0 ln 2 /r a A  , и сечение r  аппрок-
симируется выражением 

2
2 0

0 2ln .r


 

 

  
 

    (3) 

В этой формуле введены параметры 2
0 a    

и 2
0 2 /A  . В отличие от модели абсолютно 

жестких шаров сечение (3) зависит от скорости, 
хотя и слабо. 

Приведем некоторые значения параметров  
из работы [12]. Для пары Ar—O2: 14.18кэВA  , 
a  0.240Ǻ, 16 2

0 0.181 10 см   , 0   
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73.91 10 см / с  . Для пары Ar—N2: 28.76кэВA  , 
0.289a  Ǻ, 16 2

0 0.262 10 см ,    0   
75.79 10 см / с  . 

Ветвь потенциальной кривой, соответствующая 
притяжению иона и молекулы с нулевым диполь-
ным моментом, определяется поляризационным 
взаимодействием — взаимодействием заряда  
с наведенным дипольным моментом:  

  
2

p
4( )

2
q

V r
r


  ,     (4) 

где p  — поляризуемость нейтрального атома или 
молекулы, q — заряд иона. Этот потенциал допус-
кает орбитирование [13]. 

Сечение рассеяния на потенциале (4) обычно 
аппроксимируют сечением поляризационного за-
хвата на орбиту (орбитирования), которое выра-
жается формулой Ланжевена [13] 

p
p

2 .q 
 


   

(5) 

Замечательным свойством сечения поляриза-
ционного захвата является постоянство константы 
скорости реакции p const,    которым объясня-
ется, например, независимость подвижности ио-
нов в газе от температуры при малых значениях 
величины электрического поля [11].  

Если в последнем равенстве выразить сечение 
p  в см2, заряд иона q  в единицах элементарного 

заряда z, скорость    в см/с, поляризуемость р   
в Å3, приведенную массу  в атомных единицах 
массы, то получим 

9

p
2.3 10 .z 


 


                      (6) 

МОДЕЛИРОВАНИЕ СТОЛКНОВЕНИЯ 

Скорость иона массы m после его столкновения 
с молекулой массы M определяется из соотноше-
ния [14] 

i i M .M m M
m M m M m M

   
  

υ k υ υ   (7) 

Здесь i M , υ υ υ    υ  — скорость относитель-
ного движения, i,Mυ  — скорости до столкновения 
соответственно иона и молекулы.  

Плотность вероятности распределения случай-
ного единичного вектора рассеяния k  соответст-
вует дифференциальному сечению рассеяния  

и определяется потенциалом взаимодействия 
сталкивающихся частиц.  

Для моделирования неравномерных распреде-
лений необходимо перейти в систему координат, 
одна из осей которой направлена вдоль вектора 
относительной скорости. Пусть в системе коорди-
нат XYZ направление вектора относительной ско-
рости задается полярным   и азимутальным   
углами (см. рис. 1). Тогда его компоненты суть 

sin cos , sin sin ,
cos .

X Y

Z

       
  

 


  (8) 

Для того чтобы ось Z была направлена вдоль 
вектора υ , необходимо сделать два поворота: пер-
вый — на угол   вокруг оси Z, второй — на угол 
  вокруг оси Y   — нового положения оси Y (см. 
рис. 1).  

Матрица первого поворота 

 
cos sin 0
sin cos 0
0 0 1

Z

 
  

 
   
 
 

O .   (9) 

 

 

 
 
Рис. 1. Кинематика столкновения.  
XYZ — исходная система координат; υ  —
направление вектора относительной скорости до 
столкновения, задается полярным   и азимутальным 
  углами; X Y Z    — система координат, в которой 
полярная ось направлена вдоль вектора относитель-
ной скорости 
 

υ 

β 

β α 

α 
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Матрица второго поворота 

 
cos 0 sin

0 1 0 .
sin 0 cos

Y

 


 


 
   
 
 

O    (10) 

Пересчет координат вектора при переходе от 
системы XYZ к системе X Y Z    дается произведе-
нием матриц  

   
cos cos cos sin sin

sin cos 0 .
sin cos sin sin cos

Y Z

    
   

    


 
   
 
 

O O  (11) 

Обратный переход от системы X Y Z    к системе 
XYZ производится с помощью транспонированной 
матрицы 

   
cos cos sin sin cos
cos sin cos sin sin .

sin 0 cos
Z Y

    
      

 


 
    
  

O O   (12) 

Компоненты единичного вектора рассеяния k  
в преобразованной системе координат X Y Z    оп-
ределяются полярным   и азимутальным   угла-
ми: 

Zsin cos ,   sin sin ,  cos .X Y                (13) 

Для центральных потенциалов взаимодействия 
между сталкивающимися частицами азимуталь-
ный угол рассеяния   распределен равномерно  
на промежутке [0,2 ) . Плотность распределения 
полярного угла рассеяния   определяется потен-
циалом взаимодействия.  

Для изотропного рассеяния, имеющего место, 
например, при столкновении абсолютно упругих 
шаров, дифференциальное сечение рассеяния:  

2d ,
d 4

a



    (14) 

где a — радиус взаимодействия (полное сечение 
рассеяния — 2a ), d 2 sin d    . Откуда нор-
мированная плотность распределения полярного 
угла рассеяния   на промежутке [0, )   

( ) (1 2)sinp   .     (15) 

Розыгрыш случайной величины  , распреде-
ленной с плотностью вероятности ( )p x , произво-
дится согласно лемме [15], лежащей в основе 
практической реализации метода статистического 
моделирования: 

( )d ,R p x x




         (16) 

где R — случайная величина, равномерно распре-
деленная в интервале (0,1). 

Используя (15), получаем 
cos 1 2 ,R    2 .R     (17) 

Таким образом, согласно соотношениям (13), 
розыгрыш случайных компонент единичного век-
тора рассеяния в случае изотропного рассеяния 
производится по формулам 

 
 

1

2
2

2
2

1 2 ,

1 cos 2 ,

1 sin 2 ,

Z

X Z

Y Z

R

R

R



  

  



 

 

 
  


  

      (18) 

где R1 и R2 — две независимые реализации равно-
мерно распределенной на (0,1) случайной величи-
ны. 

В общем случае для произвольного централь-
ного потенциала при моделировании полярного 
угла рассеяния удобнее сначала разыгрывать слу-
чайный прицельный параметр b с плотностью ве-
роятности ( ) ~p b b , а затем вычислять искомый 
угол с помощью классической функции отклоне-
ния ( )b   [16], которая в ряде важных случаев 
имеет простой вид. Например, для степеннόго по-
тенциала ( ) nV r c r  в области малых углов 

(( 1) 2)( )
( 2)n

c nb
Eb n
  




.    (19) 

Сгенерировав случайные углы рассеяния    
и  , мы определяем компоненты единичного век-
тора рассеяния κ  в системе координат X Y Z    
(формулы (13) или (18)), которые с помощью пре-
образования (12) пересчитываются в исходную 
систему координат XYZ. Выполнив это преобразо-
вание, из выражения (7) получаем для декартовых 
компонент вектора скорости иона после столкно-
вения: 
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'
i i

' ' ' M

'
i i

' ' ' M

'
i i

' ' M

( cos sin ),

( sin cos ),

( ).

X X

X Z Y Z X X

Y Y

X Z Y Z Y Y

Z Z

X XY Z Z Z

m
m M

M
m M

m
m M

M
m M

m
m M

M
m M

 

        

 

        

 

    

   
    

 


   


 

 


    
 

 (20) 

Здесь учтены соотношения (8) для вектора отно-
сительной скорости и введено обозначение 

sinXY   .  
Таким образом, зная компоненты векторов ско-

рости иона и молекулы до столкновения, с помо-
щью соотношения (20) можно вычислить компо-
ненты вектора скорости иона после столкновения. 
При этом скорость молекулы до столкновения ра-
зыгрывается как случайная величина, декартовы 
компоненты которой в нашей модели распределе-
ны по нормальному закону с постоянным смеще-
нием ,u  описывающим скорость потока газа в це-
лом:  

M  ( ) ,     , , ,j j j
kT N u j x y z
M

       (21) 

где jN  — три независимые реализации случайной 
нормально распределенной величины с нулевым 
средним и единичной дисперсией. Такая процеду-
ра соответствует максвелловскому распределению 
молекул газа по скоростям при температуре T. 

Полагая, что M задана в атомных единицах 
массы, T — в градусах Кельвина, а скорость —  
в см/с, получаем 

2
M( ) 91.2 10 , , , .j j

T N j x y z
M

              (22) 

Следующим важным этапом моделирования 
столкновения является розыгрыш времени или 
длины свободного пробега. Случайная величина — 
число столкновений иона с молекулами газа  
за определенный промежуток времени или на оп-
ределенном отрезке длины траектории (в зависи-
мости от используемой параметризации) пред-
ставляет собой пуассоновский процесс, вообще 
говоря, неоднородный для неоднородного ЭГД-
поля.  

Моменты времени 1 20 t t    или соответ-
ственно координаты точек 1 20 s s    столкно-
вений образуют поток событий [17]. События, ко-
торые происходят по альтернативным сценариям 
(рассеяние на отталкивательной ветви потенциала 
взаимодействия и рассеяние на притягивающей 
ветви), можно трактовать как суперпозицию соот-
ветствующих потоков событий, и для моделирова-
ния длины или времени свободного пробега ис-
пользовать соответствующие процедуры, приве-
денные, например, в [17]. В настоящей работе ис-
пользуется другой подход, основанный на дискре-
тизации процесса движения во времени, естест-
венным образом вытекающий из процедуры дис-
кретизации по времени уравнений движения. 

Вероятность того, что время t между столкно-
вениями лежит в интервале (0, ),  определяет 
функцию распределения случайной величины  
  — времени свободного пробега между столкно-
вениями: 

0

(0 ) ( ) 1 exp ( )dP t F t t


  
        
  
 ,  (23) 

где ( )n     — средняя частота столкновений; 
n — концентрация молекул или атомов среды;  
  — скорость относительного движения сталки-
вающихся частиц; ( )   — сечение столкновения, 
зависящее от относительной скорости. Интегриро-
вание в соотношении (23) проводится вдоль траек-
тории иона, вдоль которой изменяются, вообще 
говоря, концентрация молекул и скорость иона i . 

Вероятность того, что расстояние s между 
столкновениями лежит в интервале (0, ),  опреде-
ляет функцию распределения случайной величины 
  — длины свободного пробега между столкно-
вениями: 

0

d(0 ) ( ) 1 exp ,
( )
sP s F
s



 


        
  
   (24) 

где  1 ( )n    — средняя длина свободного 
пробега. Интегрирование в соотношении (24) так-
же проводится вдоль траектории иона. 

При вычислении средней частоты столкнове-
ний или средней длины свободного пробега в ка-
честве сечения столкновения ( )   в соотношени-
ях (23) и (24) необходимо брать наибольшее  
по величине сечение r  или p . 

Соотношение (16) может быть переписано  
в виде 

( )F R    или  ( )F R  ,   (25) 
в котором функции распределения даются форму-
лами (23) и (24). 
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Для генерирования случайных величин   и   
необходимо разрешить уравнения (25) относи-
тельно случайных величин   и  . Очевидно, это 
возможно в случаях, когда постоянны среднее 
время между столкновениями 1   (постоянна 
средняя частота столкновений) или средняя длина 
свободного пробега:  

const    или const  .   (26) 
И мы получаем в первом случае 

ln R          (27) 
и во втором 

ln R   .            (28) 
В случае постоянной концентрации молекул га-

за первый случай (в литературе он получил назва-
ние "модель Максвелла") реализуется при условии 

( ) const .     Этому условию удовлетворяет се-
чение поляризационного захвата (5), которое адек-
ватно описывает рассеяние ионов на нейтральных, 
не обладающих дипольным моментом молекулах 
при малых энергиях (от тепловых до нескольких 
эВ). 

В случае постоянной концентрации молекул га-
за второй случай — постоянна средняя длина сво-
бодного пробега — реализуется при условии 

( ) const,    т. е. при условии независимости се-
чения взаимодействия от энергии иона (в литера-
туре он получил название "модель абсолютно уп-
ругих шаров"). Это условие удовлетворительно 
выполняется, когда столкновение определяется 
близкими отталкивательными силами (отталкива-
тельной ветвью потенциала взаимодействия). 

В реальной ситуации концентрация молекул га-
за может иметь большие градиенты. Однако если 
рассматривать движение иона на достаточно ма-
лых промежутках s , на которых выполняется 
условие 

s n n   ,      (29) 

эту концентрацию можно считать постоянной. 
Если, кроме того, s   , из соотношения (24) 

следует, что вероятность столкновения на этом 
промежутке 

( ) .P s s         (30) 

Если оперировать не длиной промежутка,  
а временем движения по нему t  и если выполня-
ется условие ,t    то из соотношения (23) сле-
дует, что вероятность столкновения на этом про-
межутке  

( ) .P t t        (31) 

В развитой нами процедуре обе модели —  
и модель Максвелла, и модель абсолютно жестких 
шаров — объединены в единый алгоритм. Расчет 
траектории иона производится на малом проме-
жутке как по времени, так и по расстоянию. На 
данном промежутке берется локальное значение 
концентрации молекул газа и вычисляются значе-
ния среднего времени   и средней длины пробега 
  между столкновениями. Далее из двух значений 
вероятности столкновения (30) или (31) выбирает-
ся наибольшая  

coll max( ( ), ( ))P P s P t   ,     (32) 

и разыгрывается столкновение с вероятностью 
попадания равномерно распределенной на (0,1) 
случайной величины R в промежуток coll(0, ).P  

РАСЧЕТ ТРАЕКТОРИЙ 

В соответствии с принятой моделью в проме-
жутке между столкновениями ион движется толь-
ко под действием электрического поля. Уравнение 
движения в терминах безразмерного времени 

,t    2 ,f  где f  — частота внешнего 
электрического поля: 

2

2

d ( , ).
d





r A r     (33) 

В частности, для квадрупольного радиочастот-
ного потенциала в плоскости ( , )x y  и постоянного 
во времени однородного электрического поля, на-
правленного вдоль оси Z : 

  2 2 2
0 0 0( , ) cos( ) ( ) / ;zt U V t x y r E z     r   (34) 

2 2 2 2

2

cos ,    cos ,
4 2 4 2

,

x y

z z

a q a qA x A y

qA E
m

           
   




 (35) 

где    

0 0
2 22 2 2 2

0 0

8 ,      4qU qVa q
m r m r

 
 

   (36) 

есть стандартные обозначения параметров в квад-
рупольной масс-спектрометрии. Переменные  
в уравнении (33) для потенциала (34) разделяются. 

Динамика ионов в переменном во времени 
квадрупольном потенциале в бесстолкновитель-
ном режиме полностью определяется параметрами 

2a  и 2q  (36), а не отдельными значениями вели-
чин m,  , 0 ,r  0U  и 0V . Эти законы подобия нару-
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шаются, если в рассмотрение вводятся столкнове-
ния с молекулами газа. В этом случае появляются 
еще два масштаба: средняя длина свободного про-
бега   и средняя частота столкновений  , что 
приводит к дополнительным параметрам задачи 

0r  , / f  .   (37) 

Первый из этих параметров характерен для за-
дач, в которых преобладают столкновения при 
достаточно больших энергиях, когда рассеяние 
определяется потенциалом "жесткой сердцевины" 
и определенное значение имеет средняя длина 
свободного пробега. Второй параметр характерен  
для задач, в которых преобладают столкновения 
при малых энергиях, когда рассеяние определяет-
ся поляризационным потенциалом и определенное 
значение имеет частота столкновений. 

Уравнение движения (33) в работе интегриро-
валось методом Верле в скоростной форме [18]: 
для (n+1)-го шага по времени 1 ( 1)n n h     имеем: 

2
1

1 1 1

1 1

/ 2,
( , ),

( ) / 2.

n n n n

n n n

n n n n

h h




  

 

  


  

r r v A
A A r
υ υ A A

               (38) 

Шаг интегрирования выбирается из двух усло-
вий. 

1) Достаточное число точек дискретизации  
на временнόм периоде — 2h  . 

2) Мала вероятность столкновения на выбран-
ном шаге ( ) 1P t � . Откуда следует 

h � .         (39) 

Поскольку типичные значения  �  
6 110 рад с ,�  а, например, при давлении буферно-

го газа 1 Торр 7 110 с , �  то это условие является 
довольно жестким. Кроме того, при выборе шага 
интегрирования необходимо учесть условие (29), 
накладываемое газодинамическими параметрами 
задачи. 

Алгоритм Верле обладает вторым порядком 
точности при минимальных затратах машинного 
времени, что очень важно при статистическом мо-
делировании физических процессов. 

Обратимся теперь к рассмотрению движения  
в квадрупольном чисто динамическом поле без 
статической компоненты ( 0 0U  ). При условии 

2 1q �  (адиабатическое приближение) движение 
заряженной частицы в поперечной плоскости мо-
жет быть представлено в виде быстрых осцилля-
ций с частотой f , наложенных на синусоидаль-
ные колебания в поле эффективного потенциала 
[4] 

2 2 2
0

eff 2 02 4 2
0 0

2 2 2

1 ,
4

,

qV r rq V
m r r

r x y

  


 

   (40) 

который является потенциалом гармонического 
осциллятора. Частота колебаний F в поле этого 
потенциала пропорциональна частоте внешнего 
поля f  

2 .
2 2
qF f         (41) 

Модуль динамической составляющей поперечного 
поля для квадрупольного потенциала не зависит  
от азимутального угла и дается простым соотно-
шением 

D 0 2
0

2 .rE V
r

       (42) 

Параметром 2q  определяется амплитуда быстрых 
осцилляций  

D
22

1 .
2

qEa q r
m  


        (43) 

За время   между столкновениями ион сдви-
нется в поперечной плоскости на  

2
D

2
qE
m

  . 

Отношение амплитуды быстрых осцилляций к ве-
личине этого сдвига  

2
2

2 2 2

1 1
2 2

a
f
 

  
   .   (44) 

Таким образом, при f   имеем a   — од-
но столкновение иона с молекулами буферного 
газа происходит в среднем за несколько быстрых 
осцилляций. Наоборот, при f   a   —  
за период быстрых осцилляций происходит не-
сколько столкновений. Интересна переходная об-
ласть, когда f  , и можно ожидать появления 
особенностей, возможно, резонансных  в свойст-
вах рассматриваемой системы. Данный вопрос 
требует дополнительного исследования. Заметим, 
что движение ионов в ЭГД-полях носит дробный 
характер. Оно состоит в чередовании промежутков 
времени свободного (без столкновений) движения 
в электрическом поле и промежутков времени 
взаимодействия (столкновений) с молекулами, 
которые на много порядков меньше первых, т. е. 
могут рассматриваться точечными во временнόм 
масштабе.  Именно  этим  обстоятельством  можно 
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объяснить дополнительный разогрев ионов в ра-
диочастотном поле, который связан со случайным 
характером распределения моментов времени 
столкновений ионов с молекулами в пределах пе-
риода изменения внешнего поля. 

 ТЕСТИРОВАНИЕ 

Тестирование процедуры моделирования дви-
жения ионов в газе под действием электрического 
поля проводилось как с точки зрения столкнови-
тельной динамики, так и с точки зрения динамики 
в переменном электрическом поле.  

В первом случае моделировался дрейф ионов  
в газе молекул 2N  (M = 28 a.e., поляризуемость 

p 1.76  Å3) под действием продольного однород-
ного и постоянного во времени электрического 
поля: (0,0, )S zEE , D .E 0  Варьировалась вели-
чина продольной составляющей поля zE  и вычис-
лялись дрейфовая скорость ионов d z     и со-
ответственно коэффициент подвижности k   

d ,zE  средняя энергия ионов 21
2

W m    ,  

а также коэффициенты поперечной и продольной 
диффузии 

 
 

   

2 2
d

2
d

/ 4 ,

/ 2 .

D x y t

D tz z
    

    �

   (45) 

Здесь и далее символ    означает среднее по 
ансамблю частиц, полученное в результате ком-
пьютерного моделирования в фиксированный мо-
мент времени дрейфа dt . Отметим, что результаты 
моделирования с хорошей точностью удовлетво-
ряют условию эргодичности: средняя по времени 
z-компонента скорости отдельного иона (скорость 
дрейфа) равна средней скорости по ансамблю 

z  . 
Результаты представлены на рис. 2, 3 и в табли-

це для поляризационного потенциала и на рис. 4, 5 
для потенциала абсолютно упругих шаров. 

В случае чисто поляризационного потенциала 
ряд вычисленных значений дрейфовой скорости  
с высокой точностью (погрешность менее 1%) ап-
проксимируется прямой (см. рис. 2), и, следова-
тельно, коэффициент подвижности не зависит  
от напряженности электрического поля. Его зна-
чение с большой точностью соответствует извест-
ному выражению для подвижности в случае поля-
ризационного потенциала [7] 

qk


 ,     (46) 

где, как и выше, q — заряд иона,    — приведен-
ная масса,   — средняя частота столкновений. 
Наилучшая аппроксимация достигается при таких 
значениях шага дискретизации уравнений движе-
ния по времени, при которых вероятность столк-
новения на данном временнόм шаге менее 0.1. 

Рис. 2. Дрейфовая скорость d  ионов в случае по-
ляризационного взаимодействия для m = 28, M = 28 
в зависимости от величины напряженности про-
дольного поля zE  

EZ,  B/см EZ,  B/см 
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 е
ди

ни
ца

х 
10

5  с
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Рис. 3. Средняя энергия W ионов в случае поляри-
зационного взаимодействия для m = 28, M = 28 
в зависимости от величины напряженности про-
дольного поля zE  
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Значения параметров задачи, полученные в результате компьютерного эксперимента по моделирова-
нию движения ионов с массами m = 1, 28 и 133 а.е.м. в газе молекул N2 при p = 1 мм рт. ст.  и  T = 
= 300 К (концентрация молекул n = 3.22×1016 см–3) 

 
Характеристика m = 1 m = 28 m = 133 
, В смzE  2 10 20 2 10 20 2 10 20 
W 2 2, 10 см сD �  2.50 9.75 31.2 0.566 0.805 1.47 0.480 0.620 0.985 

2 2, 10 см сD �  2.63 9.72 28.3 0.640 0.867 1.49 0.507 0.633 0.963 
W 2 2, 10 см сD   2.52 9.06 29.5 0.573 0.680 0.933 0.458 0.499 0.604 

2 2, 10 см сD   2.56 9.07 27.5 0.628 0.701 0.974 0.485 0.517 0.619 
3 2, 10 см (В с)k    8.87 9.03 8.96 2.32 2.39 2.39 1.85 1.88 1.87 

 
 

      
 
 
 
 
 
 
 
 
Значения средней энергии W  в зависимости от 

напряженности электрического поля для чисто 
поляризационного потенциала взаимодействия  
с высокой точностью (погрешность менее 1 %) 
допускают квадратичную аппроксимацию (см. 
рис. 3) и соответствуют соотношению Ванье для 
средней энергии дрейфующих ионов [11] 

W 2 2
d

1 3 1 ( ) .
2 2 2

W m kT m M          (47) 

В таблице представлены рассчитанные по ре-
зультатам компьютерного моделирования в соот-
ветствии с формулами (45) коэффициенты попе-
речной и продольной диффузии для ряда масс  
ионов и значений напряженности электрического 
поля. Для сравнения там же приведены значения 

коэффициентов диффузии, рассчитанных в соот-
ветствии с соотношениями Ванье [11]:   

 

W 2 2d d

W 2 2 2d d
d d

,
2

( ) .

x xy

z z

D
a a

D
a a

 
 

 
   

      

       �

  (48) 

Здесь za qE m  — ускорение иона под действием 
электрического поля. Наши расчеты соответству-
ют этим выражениям в пределах относительной 
погрешности, меньшей 10 %. 

В таблице приведены также полученные в ре-
зультате компьютерного моделирования значения 
коэффициентов подвижности. Экспериментальные 
значения коэффициентов подвижности и диффу-
зии в пределе нулевого поля [11], пересчитанные 

υ d
  в

 е
ди

ни
ца

х 
10

5  с
м/

c 
 

EZ,  B/см EZ,  B/см 

W
,  

 э
В

 

Рис. 4. Дрейфовая скорость d  ионов в случае по-
тенциала взаимодействии упругих шаров для m =
= 28, M = 28 в зависимости от величины напряжен-
ности продольного поля zE  

Рис. 5. Средняя энергия W ионов в случае потен-
циала взаимодействии упругих шаров для m = 28, 
M = 28 в зависимости от величины напряженности 
продольного поля zE  
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для 1мм рт.ст.p  , составляют: 1) для 2N  в 2N  — 
4 20.152 10 см (В с)k     и 239.7см сD  ; 2) для 

Cs  в 2N  — 4 20.185 10 см (В с)k     и D   
247.7см с .  

Для тяжелых ионов соответствие с эксперимен-
том отличное. Для ионов 2N , дрейфующих  в 2N , 
в реальном эксперименте присутствует резонанс-
ная перезарядка. В нашем компьютерном экспе-
рименте резонансная перезарядка не мо-
делировалась, что, естественно, приводит к более 
высоким значениям рассчитанных коэффициентов 
подвижности и диффузии по сравнению с экспе-
риментальными данными. Однако наши значения 
близки к имеющимся в литературе (см., например, 
[11]) экспериментальным данным для близких  
по массе ионам, которые не испытывают резо-
нансной перезарядки при столкновении с молеку-
лой 2N . Например, подвижность Na  в 2N  при 

1мм рт.ст.p   составляет 4 20.22 10 см (В с)  . 
Зависимости дрейфовой скорости и средней 

энергии ионов от величины электрического поля  
в случае потенциала взаимодействия абсолютно 
упругих шаров представлены на рис. 4 и 5. Сред-
няя энергия дрейфующих ионов линейно зависит 
от zE , дрейфовая скорость растет пропорциональ-
но zE , соответственно коэффициент подвижно-
сти убывает обратно пропорционально zE   
в полном соответствии с теоретическими пред-
ставлениями [11].  

Комбинированная модель взаимодействия — 
отталкивание на малых расстояниях в соответст-
вии с потенциалом (2) в приближении эффектив-
ного радиуса взаимодействия (3) и притяжение  
на больших расстояниях в соответствии с поляри-
зационным потенциалом (4) в приближении Лан-
жевена (5) — тестировалась на примере модели-
рования дрейфа ионов с массами m = 28, 133  
и 1000 а.е.м. в газе молекул 2N . Для этих ионов 
константа скорости поляризационного захвата 

p   при столкновении с молекулой 2N   составля-
ет соответственно 108.26 10 , 106.43 10   
и 10 35.82 10 см / с . Для давления p = 1 Торр 
(концентрация молекул 16 33.2 10 смn   ) формула 
(46) дает следующие значения подвижности:  

32.3 10k   , 31.8 10  и 3 21.6 10 cм / (В с)   соот-
ветственно. Наши расчеты дали k   

3 22.7 10 см / (В с)    для m = 28 при zE   
100В / см ; 3 22.1 10 см / (В с)k     для m = 133  

при 70В / смzE   и 3 21.7 10 см / (В с)k     для 
m = 1000  при 40В / см.zE   При больших значе- 

ниях напряженности электрического поля, как по-
казывает контроль характера столкновений, пре-
дусмотренный в программе, доля поляризацион-
ных столкновений начинает убывать, растет доля 
столкновений, обусловленных отталкивательной 
ветвью потенциала взаимодействия. Наблюдается 
заметное отклонение вычисленных значений под-
вижности от значений, даваемых формулой (46), — 
подвижность начинает убывать обратно пропор-
ционально zE .  

Таким образом, предложенная процедура дает 
значения подвижности с относительной погреш-
ностью, меньшей 20 %. Для чисто поляризацион-
ного взаимодействия в области малых напряжен-
ностей электрического поля погрешность меньше 
1 %. 

С точки зрения динамики иона в высокочастот-
ном электрическом поле тестирование предложен-
ной процедуры и ее программной реализации про-
водилось на основании исследования устойчиво-
сти движения иона в квадрупольном радиочастот-
ном поле.  

На рис. 6 представлены траектории ионов, 
стартующих из одной точки в поперечной плоско-
сти квадрупольного радиочастотного поля. Ионы 
дрейфуют под действием продольного постоянно-
го поля в буферном газе. Отчетливо наблюдается 
фокусировка ионов — стягивание к оси квадру-
польного поля.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Разработаны и протестированы процедуры 
компьютерного моделирования движения ионов  
в неоднородных переменных во времени электро-
газодинамических полях. Процедуры основаны  
на комбинированной модели взаимодействия ио-
нов с молекулами газа, описывающей рассеяние 
ионов в широкой области энергий и учитывающей 
единым образом взаимодействие иона с молеку-
лой как в области отталкивания в приближении 
эффективного радиуса, так и в области притяже-
ния в приближении Ланжевена для поляризацион-
ного потенциала. Тестирование процедур прово-
дилось на основе вычисления коэффициентов под-
вижности и диффузии. Полученные в результате 
компьютерного моделирования значения коэффи-
циентов подвижности при малых напряженностях 
электрического поля удовлетворяют соотношению 
Ванье для чисто поляризационного потенциала  
с относительной погрешностью, меньшей 1 %, 
значения коэффициентов диффузии — с относи-
тельной погрешностью, меньшей 10 %. Рассчи-
танные значения удовлетворительно совпадают  
с имеющимися экспериментальными данными. 
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Правильно передается переход от поляризаци-

онного потенциала (независимость коэффициен-
тов подвижности от напряженности электрическо-
го поля) к потенциалу отталкивания (убывание 
обратно пропорционально zE ).  

Разработанные модели и соответствующие вы-
числительные процедуры позволяют вводить не-
изотропные модели рассеяния (анизотропный по-
тенциал взаимодействия) и применимы при расче-
те траекторий движения ионов в неоднородных 
газовых потоках и в переменных во времени неод-
нородных электрических полях.  
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SIMULATION  OF  ION-MOLECULE  COLLISIONS  
IN  INHOMOGENEOUS  TIME-DEPENDED   

ELECTROGASDYNAMIC  FIELDS 
 

A. P. Scherbakov  
 

Institute for Analytical Instrumentation of RAS,  Saint-Petersburg, Russia 
 

Computer based procedures have been developed and tested to simulate the ion motion in inhomogeneous 
time-depended electrogasdynamic fields. Procedures are based on combined model of ion-molecule collision. 
This combined approach takes into account both repulsive and attractive region of the interaction potential and 
correctly describes the ion scattering over a wide range of collision energies. Models and computational proce-
dures developed enable to introduce the anisotropic modes of scattering. Monte Carlo simulation of free path 
length ore free time is based on time discretization technique, which is well combined with discretization of mo-
tion equations. 
 
 
Keywords: collision cross section, mobility, diffusion, polarization potential, hard sphere potential, electrogasdynamic field 
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