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ПЕРЕСЧЕТ  НАЧАЛЬНЫХ  УСЛОВИЙ  ТРАЕКТОРИИ  ЗАРЯЖЕННОЙ 
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ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО  И  МАГНИТНОГО  ПОЛЕЙ.  
II. МАГНИТНОЕ  ПОЛЕ 

 
В данной части (II) работы аккуратно исследуются правила пересчета координат и скоростей заряженной 
частицы при пересечении бесконечно тонкой границы со скачком электрического и магнитного полей со 
слабой сингулярностью. 
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1. ОБЛАСТИ ПРОСТРАНСТВА СО СКАЧКОМ 

ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ НА ГРАНИЦЕ 

Эта работа является продолжением публикации 
[1]. В статье [1] был рассмотрен и математически 
строго обоснован принцип преломления траекто-
рии заряженной частицы на границе со скачком 
электрического потенциала. А именно показано  
в самом общем случае, что изменению должна 
подвергаться только нормальная компонента ско-
рости частицы, причем таким образом, чтобы 
обеспечить выполнение закона сохранения энер-
гии. При этом остальные компоненты скорости  
и все координаты частицы сохраняют те же значе-
ния, которые были перед пересечением границы. 
В данной работе эти результаты обобщаются на 
случай, когда на бесконечно тонкой границе, ко-
торую пересекает траектория заряженной части-
цы, происходит скачок магнитного поля, возмож-
но, совмещенный со скачком электрического поля. 

В отличие от электрического поля, вопрос  
о правильной модели поведения магнитного поля, 
когда переходная область сжимается до бесконечно 
тонкой границы, не вполне тривиален. А именно 
сингулярный скачок напряженности электрическо-
го поля на бесконечно тонкой границе легко реали-
зуется, например, с помощью двух сеток, располо-
женных бесконечно близко и находящихся под раз-
ными потенциалами (пример такой конструкции 
можно найти, например, в [2]). Поскольку магнит-
ный потенциал — скорее абстрактное понятие, чем 
физическая величина, то создать границу со скач-
ком магнитного потенциала и тем самым с сингу-
лярным скачком магнитной индукции, может ока-
заться технически не реализуемой задачей.  

Однако на рис. 1 показаны специфические кон-
струкции, в которых, по всей видимости, такие 
скачки достигаются. Действительно, магнитный 
поток обязан представлять собой непрерывную 
величину, циклически замкнутую на себя и нигде 
не обрывающуюся (следствие отсутствия в приро-
де магнитных зарядов, то есть монополей). В силу 
этого магнитный поток, выходящий наружу из 
соленоидальной катушки, должен целиком выйти 
через зазор между двумя одинаковыми и встречно 
ориентированными катушками (рис. 1, а), а маг-
нитный поток, выходящий из ферромагнитного 
сердечника, должен полностью замыкаться на 
противостоящий ему магнитный сердечник, за-
полняя тем самым магнитным потоком конечной 
величины стремящийся к нулю зазор между двумя 
симметрично расположенными магнитными кон-
струкциями (ри. 1, б). Следовательно, конструк-
ции с сингулярными скачками индукции магнит-
ного поля на бесконечно тонкой границе оказыва-
ются в принципе реализуемыми — правда, в пре-
дельном случае зазора, стремящегося к нулю, что 
соответственно требует стремящейся к бесконеч-
ности силы, препятствующей расталкиванию двух 
встречных магнитных конструкций, расположен-
ных впритык друг к другу.  

Другим важным моментом является формали-
зованное представление магнитного поля с помо-
щью магнитных потенциалов. В то время как 
электрический потенциал является вполне физи-
ческой величиной, напрямую связанной с элек-
трическими напряжениями, приложенными  
к электродам, и восстанавливаемой по заданной 
напряженности электрического поля с точностью 
до аддитивной константы (не играющей особой 
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роли и обеспечивающей постоянное смещение для 
потенциала, приписанного "земле"), для магнитно-
го поля ситуация иная. Здесь магнитные потен-
циалы в меньшей степени представляют из себя 
физически содержательные объекты, и в большей 
степени — умозрительные математические конст-
рукции.  

В наиболее общем случае индукция магнитного 
поля  , , ,x y z tB  выражается через векторный по-
тенциал  , , ,x y z tA  по формуле rotB A  [3–9]. 
Для существования такой функции  , , ,x y z tA  
при заданной функции  , , ,x y z tB  необходимо и 
достаточно выполнение условия div 0B  [10–12], 
которое для индукции магнитного поля всегда вы-
полнено в силу справедливости уравнений Мак-

свелла. Однако функция  , , ,x y z tA , в отличие  
от электрического скалярного потенциала 
 , , ,U x y z t , восстанавливается по заданной ин-

дукции магнитного поля не вполне однозначным 
образом [13]. В частности, при перенормировке 
векторного магнитного потенциала по правилу 

' grad A A  (где  , ,x y z  — произвольная 
скалярная функция координат) индукция магнит-
ного поля rotB A  остается неизменной, хотя сам 
векторный потенциал  , , ,x y z tA  меняется весьма 
значительно. Аналогично при перенормировке 
скалярного и векторного потенциалов 

 ' 1U U c t    , ' grad A A  (где 
 , , ,x y z t  — произвольная скалярная функция 

а 

б 

 
 

Рис. 1. Примеры конфигураций магнитного поля, 
для которых магнитное поле для переходной 
области стремится к дельта-функции.  
а — две соленоидальные катушки, направленные 
навстречу к друг другу; б — катушки с ферро-
магнитными сердечниками, замыкающие маг-
нитный поток друг на друга 
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координат и времени) как индукция магнитного 
поля rotB A , так и напряженность электриче-
ского поля  grad 1U c t    E A  остаются не-
изменными [3–9], тогда как скалярный и вектор-
ный потенциалы могут меняться значительно. 

В частном случае векторный магнитный потен-
циал  , , ,x y z tA  может быть выражен через из-
вестную индукцию магнитного поля  , , ,x y z tB  
как [10, 11] 
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где функция  , , ,x y z tB  должна достаточно быст-
ро убывать на бесконечности, чтобы интеграл 
сходился. Также векторный магнитный потенциал 
 , , ,x y z tA  может быть выражен через известные 

электрические токи  , , ,x y z tJ , создающие маг-
нитное поле, по формуле [14] 
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обеспечивающей выполнение (после вычисления 
ротора) закона Био—Савара—Лапласа. (В равен-
стве (2) для объемных токов интегрирование вы-
полняется по объему, занятому токами, для по-
верхностных токов — вдоль соответствующей по-
верхности, для линейных токов — вдоль линей-
ных проводников с током.)  

Однако формулы (1) и (2) задают лишь одно из 
многих возможных значений для векторного маг-
нитного потенциала  , , ,x y z tA , соответствующе-
го заданной магнитной индукции  , , ,x y z tB , 
причем значения, вычисленные по формулам (1)  
и (2), совсем не обязательно будут равны друг 
другу. Разнообразные калибровки векторного по-
тенциала [13], призванные упростить уравнения 
электромагнитного поля для тех или иных кон-
кретных приложений, ясности к этому вопросу не 
добавляют. 

Для специальных случаев, всегда, впрочем, 
имеющих место быть в оптике заряженных час-
тиц, индукция магнитного поля может быть выра-
жена  не  через  векторный, а через скалярный 
магнитный потенциал [15]. А именно для одно-

связных областей, свободных от электрических 
токов и магнитных сред, в приближении квазиста-
тического электрического поля, кроме условия 
div 0B , в соответствии с уравнениями Максвел-
ла [3–9] выполняется также и условие rot 0B .  
В таком случае в рассматриваемой области суще-
ствует скалярная функция  , , ,x y z t  (скалярный 
магнитный потенциал), для которой справедливо 
утверждение, что grad  B  [12]. В частности, 
скалярный магнитный потенциал оказывается 
удобным инструментом для численного расчета 
статических магнитных полей [16–18]. 

К сожалению, электрические токи, создающие 
магнитное поле и представляющие собой замкну-
тые контура по самой своей природе, требуют раз-
биения трехмерного пространства на совокупность 
односвязных подобластей, заполненных магнит-
ным полем. При этом скалярные магнитные по-
тенциалы, заданные для различных областей про-
странства, плохо стыкуются друг с другом в еди-
ную конструкцию, а значение скалярного магнит-
ного потенциала в фиксированной области про-
странства будет существенно зависеть от того, как 
именно пространство разбито на односвязные об-
ласти. Ситуация здесь совершенно аналогична не-
однозначности процедуры аналитического про-
должения для аналитических функций комплекс-
ного переменного, а также зависимости результата 
аналитического продолжения от структуры разре-
зов комплексной плоскости, превращающих ее в 
односвязные области, свободные от особенностей 
функции [19, 20]. 

2. СКАЧОК ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ 
ВДОЛЬ ПЛОСКОЙ ГРАНИЦЫ 

2.1. Об описании магнитного поля  
в переходной области 

Рассмотрим частный случай, при котором гра-
ницей скачка электрического потенциала служит 
плоскость. Можно считать, что система координат 
выбрана так, чтобы ось OZ  была перпендикуляр-
на разграничивающей плоскости, а точка 
 0 0 0, ,x y z , в которой траектория пересекает бес-
конечно тонкую границу скачка электромагнитно-
го поля (возможно, под углом к оси OZ ), лежит  
в начале координат.  

Движение заряженной частицы в электромаг-
нитном поле [21] без учета релятивистских  
или квантовых эффектов описывается уравнения-
ми движения Ньютона  ,m e t r E r  

   ,e c t    r B r ,  или  в  скалярных обозначе-
ниях 
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где , ,x y z  — декартовы координаты частицы, 
     , ,x t y t z t  — траектория частицы, 
     , ,p t q t r t  — компоненты скорости частицы, 

m  — масса частицы, e  — заряд частицы, t  — 
время,    , , , , ,X Y Zx y z t E E EE  — напряженность 
электрического поля в точке , ,x y z  в момент вре-
мени t ,    , , , , ,X Y Zx y z t B B BB  — индукция маг-
нитного поля в точке , ,x y z  в момент времени t .  

Как уже было указано в предыдущем разделе, 
описание магнитного поля для переходной облас-
ти неоднозначно. Можно использовать скалярный 
магнитный потенциал, обеспечивающий эффек-
тивное описание магнитного поля, но лишь в ча-
стном случае свободной от электрических токов 
односвязной области пространства. Можно ис-
пользовать также векторный магнитный потенци-
ал, обеспечивающий вполне универсальное описа-
ние магнитного поля, но обладающий внутренней 
неоднозначностью: по заданному магнитному 
(электромагнитному) полю векторный потенциал 
восстанавливается с точностью до произвольной 
скалярной функции координат и времени. Наконец 
при отсутствии при предельном переходе к беско-
нечно тонкой границе сингулярностей типа дель-
та-функции для напряженности электрического 
поля и индукции магнитного поля можно вообще 
обойтись без потенциального описания и исполь-
зовать функции  , , ,x y z tE  и  , , ,x y z tB  как не-
посредственно заданные. Эти три способа описа-
ния переходной области со скачком магнитного 
поля приходится рассматривать отдельно, по-
скольку в каждом из этих случаев математические 
выкладки обладают своей спецификой. 

2.2. Векторный потенциал 
Напряженность электрического поля и индук-

ция магнитного поля выражаются через скалярный 
потенциал  , , ,U x y z t  и векторный потенциал 
   , , , , ,X Y Zx y z t A A AA  по формулам 

1grad U
c t


  

AE , rotB A  [3–9]: 

   

   

   

   

   

   

, , , , , ,1 ;

, , , , , ,
;

, , , , , ,1 ;

, , , , , ,
;

, , , , , ,1 ;

, , , , , ,
.

X
X

Z Y
X

Y
Y

Z X
Y

Z
Z

Y X
Z

U x y z t A x y z t
E

x c t
A x y z t A x y z t

B
y z

U x y z t A x y z t
E

y c t
A x y z t A x y z t

B
x z

U x y z t A x y z t
E

z c t
A x y z t A x y z t

B
x y

 
  

 
 

 
 

 
  

 

 
  

 
 

  
 

 
 

 

 (4) 

В случае, когда электромагнитное поле являет-
ся квазистатическим, т. е. меняется во времени 
достаточно медленно, чтобы максвелловские эф-

фекты были незначительны, вкладом члена 1
c t


A  

можно пренебречь. В этом случае формулы (4) 
упрощаются, а потенциалы могут быть интерпре-
тированы как скалярный электрический потенциал 
и магнитный векторный потенциал с разделением 
уравнений Максвелла отдельно на электрическую 
и магнитную части. Как электрический, так и маг-
нитный потенциалы могут рассматриваться как 
статические (постоянные во времени), так и как 
квазистатические (медленно меняющиеся во вре-
мени) функции. 

Пусть  , ,U x y t  — предел скалярного потен-
циала на границе раздела при приближении  
к плоскости 0z z  справа, а  , ,U x y t  — предел 
скалярного потенциала на границе раздела при 
приближении к плоскости 0z z  слева (при за-
фиксированном времени t ). Соответственно пусть 

 , ,x y tA  — предел векторного потенциала на 
границе раздела при приближении к плоскости 

0z z  справа, а  , ,x y tA  — предел векторного 
потенциала на границе раздела при приближении 
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к плоскости 0z z  слева при зафиксированном 
времени t . Скачок скалярного или векторного по-
тенциала на бесконечно тонкой границе является 
математической абстракцией, поэтому в реально-
сти следует рассматривать две сближающиеся 
границы z h   и z h   с известным скалярным 
потенциалом  , , ,U x y z t  и векторным потенциа-
лом  , , ,x y z tA  в промежутке между границами 

h z h     (оба потенциала, вообще говоря, зави-
сят от параметра 0h  ) (см. рис. 2).  

В соответствии с условием задачи  

   00
lim , , , , ,
h

U x y z h t U x y t

 
  , 

   00
lim , , , , ,
h

U x y z h t U x y t

 
  ,  

где, вообще говоря,    , , , ,U x y t U x y t  . По той 
же схеме определяются скачки векторного потен-
циала на границе 0z z :  

   00
lim , , , , ,
h

A x y z h t A x y t

 
 

 
, 

   00
lim , , , , ,
h

A x y z h t A x y t

 
 

 
,  

где, вообще говоря,    , , , ,x y t x y t A A ; опре-
деляются скачки нормальных производных ска-
лярного и векторного потенциалов (т. е. по пере-
менной z ) при приближении к границе 0z z  
справа и слева, и так далее. Предел при 0h  ,  
к которому стремятся начальные и конечные ко-
ординаты и скорости для траектории заряженной 
частицы, которая пересекает полосу h z h      
в точке  0 0 0, ,x y z  (если такой предел существует), 
и будет рецептом для пересчета начальных усло-
вий траектории при пересечении бесконечно тон-
кой границы. 

При интегрировании уравнений (3) на этапе 
прохождения заряженной частицей полосы про-

странства h z h     возьмем координату z   
в качестве независимой переменной вместо вре-
мени t . Это можно сделать, если в начальный мо-
мент компонента скорости частицы вдоль оси OZ  
положительна (т. е. частица двигается в нужном 
направлении), а разность потенциалов 

   , , , ,U x y t U x y t   между границами не на-
столько велика, чтобы частица в процессе движе-
ния могла развернуться в обратном направлении, 
не достигнув выходной границы. При таком пред-
положении функция  z t  будет монотонно расту-
щей функцией времени, так что замена перемен-
ных  Z z t ,  t T Z  окажется взаимно-
однозначной, а уравнения (3) приобретают вид 

 

   

 

   

 

   

d d d d, , , ,
d d d d

, , , , , , ,

d d d d, , , ,
d d d d

, , , , , , ,

d d d1 , , , ,
d d d

, , , , , , ,

X

Z Y

Y

Z X

Z

Y X

ex T p Tp E x y Z T
Z Z Z Z m

e qB x y Z T rB x y Z T
mc

ey T q Tq E x y Z T
Z Z Z Z m

e pB x y Z T rB x y Z T
mc

eT r Tr E x y Z T
Z Z Z m

e pB x y Z T qB x y z t
mc

  

    

  

    

  

    

 (5) 

где  0 0,Z z h z h    — новая независимая пере-
менная.  

В силу того что 0h   — малый параметр, 
удобно сделать замену 0Z z h  , где 

1 1     — новая безразмерная независимая 
переменная,  1O   при 0h  . В таком случае 
справедлива запись    0Z z O h   , и можно 
положить, что в равной степени должны быть 
справедливы утверждения, что    0x x O h   , 
   0y y O h   ,    0T t O h   .  
Действительно, в силу инерционности движе-

ния заряженной частицы в физически реалистич-
ной системе она не может за бесконечно малое 
время изменить сколько-нибудь заметно свои ко-
ординаты, даже при воздействии на нее бесконеч-
но большой силы,1) так что    0~x t x O t , 
                                                 
1) Сила должна быть разумно бесконечно большой, т. е. 
интеграл от силы по стремящемуся к нулю промежутку 

hzh   должен оставаться ограниченной величи-
ной. Это означает, что при 0h  сила может вести 
себя, как дельта-функция, но не, например, как произ-
водная дельта-функции. 

Беско-
нечно тонкая 
плоская граница 
со скачком элек-

ского поля 
дельный 

случай двух 
щихся 

стей с раз-
ничны-

 

 
 
 

XY 

–h Z 

Рис. 2. Беско-
нечно тонкая 
плоская граница 
со скачком элек-
тромагнитного 
поля как пре-
дельный случай 
двух сближаю-
щихся плоско-
стей с разными 
граничными зна-
чениями для ска-
лярного электри-
ческого и вектор-
ного магнитного 
потенциалов 

A–(x, y, t) 
A–(x, y, t)/z 
U–(x, y, t) 
U–(x, y, t)/z 
... 

+h 

A+(x, y, t) 
A+(x, y, t)/z 
U+(x, y, t) 
U+(x, y, t)/z 
... 
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   0~y t y O t ,    0~z t z O t , где t  — 
время пересечения переходной области. Величины 
h  и t  — одного порядка малости: 2h r t , а по 
нашему предположению о достаточности кинети-
ческой энергии частицы для преодоления скачка 
электромагнитного поля скорость  r t  — величи-
на порядка единицы при 0h  , хотя и меняющая-
ся в некоторых пределах в процессе пересечения 
границы. Поэтому    0T t O h   , а для скоро-
стей, как отношений приращений координат  
к приращению времени, справедливы оценки 
   ~ 1p t O ,    ~ 1q t O ,    ~ 1r t O  при 0t   

и соответственно    ~ 1p O ,    ~ 1q O , 
   ~ 1r O  при 0h  .  

Приведенные выше рассуждения, конечно, ни-
каким доказательством на самом деле не являют-
ся. В частности, полученные оценки предполага-
ют, что "растянутые" вдоль оси OZ  потенциаль-
ные функции  , , ,U x y t ,  , , ,x y tA , зависящие, 
вообще говоря, от параметра h , ограничены  
на интервале 1 1     и не имеют особенностей 
при 0h  . В противном случае приведенные 
оценки, скорее всего, неверны. Однако высказан-
ные выше соображения могут сыграть роль цен-
ной подсказки.  

Будем теперь принудительно искать решение 
для (5) в виде    0x x O h   ,    0y y O h   , 

   0T t O h   ,    ~ 1p O ,    ~ 1q O , 
   ~ 1r O  при 0h  . Если такое решение будет 

найдено, то в силу теоремы о единственности ре-
шения системы уравнений (5) это решение неиз-
бежным образом и будет истинным решением 
системы (5). Если же такого решения найдено не 
будет, то изначальные предположения о характере 
решения, по-видимому, неверны. 

С этой целью преобразуем уравнения (5). Из (4) 
с учетом замены 0Z z h   следует, что  

     

     

     

0 0 0

0 0 0

0 0 0

, , ,11 , 1 ,

, , ,11 , 1 ,

, , ,1 1 , 1 .

Y
X X

X
Y Y

Z Z

A x y t
E O B O

h
A x y t

E O B O
h

U x y t
E O B O

h











   




   




   



    (6) 

Здесь использовано высказанное ранее предполо-
жение, что "растянутые" вдоль оси OZ  функции 
 , , ,U x y t ,  , , ,XA x y t ,  , , ,YA x y t , 
 , , ,ZA x y t  и их производные по переменным 

, ,x y   — регулярные функции, не имеющие осо-
бенностей при 0h  . В таком случае система 
уравнений (5) принимает вид 

 

     

   

   

       

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

d d d, , ,
d d d

, , ,d ,
d

, , ,d ,
d

, , , , , , , , ,d .
d

X

Y

X Y

T h x hp y hqO h O h O h
r r r

A x y tp e O h
mc

A x y tq e O h
mc

U x y t A x y t A x y tr e er p q O h
m mc

  


 


 

  
   

     


  




  



    
        

    (7) 

 
 

Из первых трех уравнений системы (7) следует, 
что    0T t O h   ,    0y y O h   ,  T    

 0t O h  , т. е. при 0h   0T T t   , 

0x x x   , 0y y y    (здесь введены обозна-
чения  1T T   ,  1T T   ,  1x x   , 

 1x x   ,  1y y   ,  1y y    для значений 
 T  ,  x  ,  y   слева и справа от бесконечно 

тонкой границы). Это означает, что при переходе 
через границу со скачком электромагнитного поля 

скачкообразного изменения времени пролета и ко-
ординат частицы не происходит, что находится в 
согласии с нашими исходными предположениями.  

При интегрировании по   в интервале от 1  
до 1  следующие два уравнения системы (7) дают 
соотношения 

   

     0 0 0 0 0 0

1 1

, , 1, , , 1, ,X X

ep p
mc

A x y t A x y t O h

     

       
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   

     0 0 0 0 0 0

1 1

, , 1, , , 1, ,Y Y

eq q
mc

A x y t A x y t O h

     

       

 

т. е. 

   

   

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

, , , , ,

, , , , ,

X X

Y Y

ep p A x y t A x y t
mc
eq q A x y t A x y t

mc

   

   

     

     

    (8) 

и 

   

   

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

, , , , ,

, , , , ,

X X

Y Y

e ep A x y t p A x y t
mc mc
e eq A x y t q A x y t

mc mc
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   

  

  
     (9) 

где первая группа формул интерпретируется как 
правило пересчета касательных компонент скоро-
сти при пересечении бесконечно тонкой границы, 
вторая группа формул — как инварианты, сохра-
няющиеся при пересечении бесконечно тонкой 
границы. Эти соотношения дают нам возможность 
правильно рассчитывать изменения касательных 
компонент скорости при переходе через границу 
скачка электромагнитного поля.  

Для того чтобы справиться с последним урав-
нением, используем интегрирование по частям: 
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После этого в результате интегрирования по   
в интервале от 1  до 1  из последнего уравнения 
 

системы (7) получается инвариант для нормальной 
компоненты скорости: 
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   
 

 (10) 

В этом соотношении касательные компоненты 
скорости берутся из соотношений (9). В результа-
те правило пересчета нормальных компонент ско-
рости приобретает вид: 

     

    

    

2 2

2
2 2

1 1
2 2

1 .
2

X X Y Y

X X Y Y

er r U U
m

e p A A q A A
mc

e A A A A
mc

   

     

   

    

    

     
 

 (11) 

Естественно, в (11) необходимо брать положи-
тельное значение корня для выходной скорости 
r , а для того, чтобы такое значение существова-
ло, т. е. частица проходила сквозь бесконечно тон-
кую границу, не заворачивая назад, входная (по-
ложительная) скорость r  должна быть достаточ-
но велика: 

   

    

    

2

2
2 2

1
2

1 ,
2

X X Y Y

X X Y Y

er U U
m

e p A A q A A
mc

e A A A A
mc

  

     

   

  

    

     
 

 

или же 

   

 

2

2

2

,
2

X X

Y Y

m eK e U U p A A
mc

m eq A A
mc

    

  

       
 

    
 
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где       2 2 2

2
mK p q r      — полная вход-

ная кинетическая энергия заряженной частицы. 
При этом отметим, что условия (9), (10) и (8), (11) 
пересчета компонент скорости заряженной части-
цы при пересечении ею бесконечно тонкой грани-
цы справедливы как для стационарных полей, так  
и полей, меняющихся во времени. 

Обращение индукции магнитного поля в дель-
та-функцию для переходной области и соответст-
венно скачки векторного потенциала при пересе-
чении границы — редкий (паталогический) случай 
для оптики заряженных частиц. При отсутствии 
скачка векторного потенциала условия (9) и (10) 
превращаются в закон сохранения энергии, уже 
известный из [1] (впрочем, приведенная в данной 
статье новая форма вывода позволяет получить 
этот результат более наглядным и универсальным 
способом): 

   

   

2

0 0 0

2

0 0 0

; ;
1 , ,
2

1 , , .
2

p p q q
er U x y t
m

er U x y t
m

   

 

 

 

 

 

            (12) 

Следовательно, в случае, когда скачок индук-
ции магнитного поля при пересечении бесконечно 
тонкой границы меняется в ограниченном диапа-
зоне, он никак не участвует в пересчете начальных 
условий траектории справа и слева от границы  
со скачком электромагнитного поля. (Ситуация 
полностью аналогична электрическому полю [1], 
где в формулах пересчета скоростей участвует 
скачок потенциала, но не скачок напряженности 
электрического поля.) 
Чувствительность формул к калибровке  
векторного потенциала 

Скалярный и векторный потенциалы определе-
ны с точностью до произвольной скалярной функ-
ции координат и времени: при преобразовании 

 , , ,x y z t A A ,  , , ,1 x y z t
U U

c t


 


 на-

пряженность электрического поля и индукция 
магнитного поля не меняются [3–9]. Необходимо 
проверить, что полученные выше формулы (9), 
(10) и (8), (11) остаются инвариантными при таком 
преобразовании. 

Пусть имеется калибровочная функция 
 , , ,x y z t , которая в "растянутом" виде имеет 

вид регулярной функции  , , ,x y t   и принимает 
при 1    и 1    разные значения  , ,x y t    
и  , ,x y t   соответственно. Тогда 

1U U
c t

 
  
 


,  1U U

c t
 

  
 


, 

X XA A
x
 

  
 


,  X XA A

x
 

  
 


, 

Y YA A
x
 

  
 


,  Y YA A

x
 

  
 


,  

и скорости, вычисленные по правилам (8), (11), 
будут иметь совсем другие значения, чем прежде, 
если    , , , ,x y t x y t    в окрестности точки 

0 0 0, ,x y t .  
Этот неприятный парадокс связан с тем, что  

в общем случае2) после такого калибровочного 
преобразования функция 

     , , ,1, , , , , ,Z Z

x y t
A x y t A x y t

h
 

 



 


  

не будет регулярной функцией при 0h  . Поэто-
му формулы (8), (11) и (9), (10), выведенные  
в предположении, что  , , ,U x y t ,  , , ,XA x y t , 

 , , ,YA x y t ,  , , ,ZA x y t  и их производные по 
переменным , ,x y   — регулярные функции, не 
имеющие особенностей при 0h  , перестают 
быть верны при калибровочном преобразовании 
общего вида. Правда, регулярность функций 
 , , ,U x y t ,  , , ,XA x y t ,  , , ,YA x y t , 
 , , ,ZA x y t  сохраняется, если преобразующая 

функция имеет вид    , , , ~ , , ,x y z t h x y z t  , но, 
как легко видеть, такое преобразование никак не 
влияет на предельные значения при 0h   вели-
чин U  , U  , XA , XA , YA , YA .  

Примечание. Особенности пересчета коорди-
нат и скоростей при пересечении бесконечно тон-
кой границы, когда функции  , , ,U x y t , 

 , , ,XA x y t ,  , , ,YA x y t ,  , , ,ZA x y t  ведут себя 
как  1O h  при 0h  , тогда как напряженность 
электрического поля и индукция магнитного поля 
также ведут себя как  1O h  при 0h  , будут 
рассмотрены в разделах 2.3 и 2.4. При этом над-
лежит отметить, что особенности пересчета коор-
                                                 
2) Исключением является случай  , , , 0x y t     . 
Но тогда  , , ,x y t   не зависит от   и, следовательно, 
   , равно как и t t       , 

x x       , y y       . Такая перекалиб-
ровка скалярного и векторного потенциалов, не влияет 
на пересчет скоростей по формулам (9), (10) и (8), (11). 
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динат и скоростей при пересечении бесконечно 
тонкой границы с сильной сингулярностью элек-
тромагнитного поля, когда напряженность элек-
трического поля и магнитная индукция могут вес-
ти себя как  21O h  при 0h  , не вписываются  
в эту теорию. Возможно, этот вопрос будет рас-
смотрен в отдельной публикации.  

2.2. Скалярный магнитный потенциал 
Пусть рассматривается выделенная односвяз-

ная область пространства, свободная от электри-
ческих токов и магнитных сред, в которой макс-
велловскими эффектами, связанными с влиянием 
изменяющегося во времени магнитного поля  
на электрическое поле, а меняющегося во времени 
электрического поля на магнитное поле, можно 
пренебречь [22]. В такой области выполнено усло-
вие rot 0B , и тогда индукция магнитного поля 
может быть выражена через скалярный магнитный 
потенциал:  , , ,x y z t B . Скалярный магнит-
ный потенциал  , , ,x y z t  является исключи-
тельно теоретической конструкцией и может при-
меняться только для односвязных областей про-
странства, свободных от токов и магнитных сред  
и заполненных квазистатическим электромагнит-
ным полем, когда уравнения Максвелла для элек-
трического и магнитного поля распадаются на 
раздельные блоки и не влияют друг на друга. Од-
нако имеются многочисленные примеры, когда 
описание магнитного поля с помощью скалярного 
магнитного потенциала оказывается исключи-
тельно полезным [15], и, в частности, при числен-
ных расчетах магнитного поля может быть очень 
полезным его представление с помощью скаляр-
ного магнитного потенциала [16–18]. 

Пусть для описания магнитного поля в пере-
ходной области используется скалярный магнит-
ный потенциал  , , ,x y z t . В таком случае вместо 
(6) надо использовать подстановку 

   
   

   
   

0 0 0

0 0 0

1 , 1 ,

, , ,1 1 ,

1 , 1 ,

, , ,1 1 .

X Y

Z

X Y

Z

E O E O

U x y t
E O

h
B O B O

x y t
B O

h







 


  



 


  



 (13) 

Как и раньше, мы предполагаем, что "растянутая" 
функция  , , ,x y t , вообще говоря, зависящая  
от параметра h , меняется на интервале 1 1      
в ограниченных пределах и не имеет особенностей 

при 0h  . Тогда система уравнений (5) принима-
ет вид: 

   

 

   

   

   

0 0 0

0 0 0

0 0 0

d d, ,
d d
d ,
d

, , ,d ,
d

, , ,d ,
d

, , ,d .
d

T h x hpO h O h
r r

y hq O h
r

x y tp q e O h
r mc

x y tq p e O h
r mc

U x y tr er O h
m

 




 


 


 

   

 


  




  




  



     (14) 

Из первых трех уравнений системы (14) полу-
чаются уже знакомые условия 0T T t   , 

0x x x   , 0y y y   . Из последнего уравне-
ния системы (14) получается  закон сохранения 
энергии для движения по оси ξ в одномерном по-
тенциальном поле  0 0 0, , ,U x y t  и как следствие, 
с учетом начальных условий  и положительности 
 r  , решение 

 

     2
0 0 0 0 0 0

2 , , , , , .
2

r

m eU x y t eU x y trm







    
 

 
(15) 

Оставшиеся два уравнения системы (14) дают 
еще один закон сохранения 2 2 constp q   и 
уравнение с разделяющимися переменными 

 
 0 0 0, , ,d 1arctg .

d
x y tq e

p mc r


  
 

   
 (16) 

Уравнение (16) легко интегрируется, если 
предположить, что U U   и, следовательно,  
с точностью до  2O h  справедливо условие 

  constr   . В противном случае нахождение  
в аналитическом виде решения для (16) после под-
становки (15) весьма проблематично. С трудностью 
можно справиться, если вспомнить, что уравнения 
(5) нам требуется решать и соответственно задавать 
с точностью до  O h . С этой целью электрический 
скалярный потенциал  , , ,U x y z t  и магнитный 
скалярный потенциал  , , ,x y z t  можно заменить 
на приближенные выражения  



А. С. БЕРДНИКОВ 

НАУЧНОЕ ПРИБОРОСТРОЕНИЕ, 2015, том 25, № 1 

92 

   

 

   

 

, , , , ,
2

, , ,
2

, , , , ,
2

, , .
2

h zU x y z t U x y t
h
h zU x y t

h
h zx y z t x y t

h
h zx y t

h









   
 

   
 
     

 
    

 

        (17) 

Легко показать [1, 23], что для регулярных, т. е. 
разложимых в сходящийся ряд, функций 
 , , ,U x y z t  и  , , ,x y z t  выражения (17) будут  

на интервале h z h     аппроксимировать по-
тенциалы  , , ,U x y z t  и  , , ,x y z t  с точностью 
до  2O h ; производные выражений (17) по пере-
менным ,x y  будут аппроксимировать соответст-
вующие производные потенциалов  , , ,U x y z t   
и  , , ,x y z t  с точностью до  2O h ; производные 
выражений (17) по переменной z  будут аппрок-
симировать производные потенциалов  , , ,U x y z t  
и  , , ,x y z t  по переменной z  с точностью до 
 O h . В результате уравнения (15), (16) приобре-

тают вид 

     

 

22 1
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d 1arctg ,
d 2 11
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  
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где 
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2
U

e U U
C

m r

 




 . Отсюда с учетом получен-

ного ранее закона сохранения 

       2 2 2 2
p q p q       следует, что  

1 ,

cos sin ,
sin cos ,

Ur r C

p p q
q p q

 

 

 

  
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 

 

  

  (18) 

где введена вспомогательная величина  : 
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 
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2 1 1
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, если 0.
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Соотношения (18) и определяют изменение на-

чальных условий (скоростей) заряженной частицы 
при переходе через бесконечно тонкую границу со 
скачком электромагнитного поля. Координаты 
заряженной частицы, естественно, при переходе 
через границу сохраняют свои прежние значения. 

2.3. Особенности описания скачка магнитного 
поля с помощью векторного потенциала  

и скалярного потенциала 
Легко заметить, что результаты из раздела 2.1  

и раздела 2.2 плохо согласуются друг с другом.  
А именно раздел 2.1 предсказывает скачок типа 
дельта-функции для компонент магнитного поля 

XB  и YB , тогда как компонента ZB  ведет себя ре-
гулярным образом. Раздел же 2.2, наоборот, пред-
сказывает скачок типа дельта-функции для компо-
ненты ZB , тогда как компоненты XB  и YB  при 
прохождении переходной области в окрестности 
бесконечно тонкой границы ведут себя регуляр-
ным образом.  

Скалярный и векторный потенциалы электро-
магнитного поля, а также в еще большей степени 
скалярный магнитный потенциал, являются, во-
обще говоря, искусственными математическими 
конструкциями; а реальными физическими объек-
тами являются напряженность электрического по-
ля E  и индукция магнитного поля B . Противоре-
чие между результатами разделов 2.1 и 2.2 заклю-
чается в следующей логической ошибке, вполне 
неочевидной с первого взгляда. Да, если "растяну-
тый" векторный магнитный потенциал или "растя-
нутый" скалярный магнитный потенциал являются 
регулярными функциями параметра h , то индук-
ция магнитного поля в переходной области заве-
домо ведет себя не хуже, чем  1O h . Однако об-
ратное заключение является категорически невер-
ным: из того, что индукция магнитного поля в пе-
реходной области ведет себя как  1O h , отнюдь 
не следует, что "растянутый" векторный магнит-
ный потенциал или же "растянутый" скалярный 
магнитный потенциал обязательно являются регу-
лярными функциями параметра h . 

Чтобы разобраться в этом вопросе, рассмотрим 
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более детально поведение индукции магнитного 
поля в переходной области. Пусть  , , , ;x y z t hB  
ведет себя в диапазоне h z h     как функция 
малого параметра h  не хуже, чем  1O h  при 

0h  . (Такое поведение гарантирует, что инте-
грал от B  по интервалу h z h     при 0h   
стремится к константе, т. е. что функция B  при 

0h   стремится к дельта-функции). В таком слу-
чае "растянутую" функцию  , , , ;x y t h B  
 , ,X Y ZB B B , где сделана подстановка    
 0z z h  , можно представить в виде ряда  

по малому параметру h : 

   

   

   

   

   

   

,0 ,
1

,0 ,
1

,0 ,
1

1, , , ; , , ,

, , , , , , ,

1, , , ; , , ,

, , , , , , ,

1, , , ; , , ,

, , , , , , .

m
X X

k
X X k

k

m
Y Y

k
Y Y k

k

m
Z Z

k
Z Z k

k

B x y t h B x y t
h

B x y t h B x y t

B x y t h B x y t
h

B x y t h B x y t

B x y t h B x y t
h

B x y t h B x y t

 

 

 

 

 

 







 

 

 

 

 

 







 (19) 

Из условий div 0B , rot 0B  и представле-
ния (19) следует, что  

,0

, 1 , ,

,0 , 1 ,

,0 , 1 ,

,0 ,0

, ,

0, ,

,

0, , ,

0, , ,

0, 0,

0,

m m m
ZZ X Y

Z k X k Y k

m m
Y Y k Z kY Z

m m
X X k Z kX Z

m m
Y XY X

Y k X k

BB B B
x y

B B B
x y

B B BB B
y y

B B BB B
y y

B BB B
x y x y

B B
x y

 



  

  







  
   

   
  

  
  

   
  

    
   

  
    

  
   

   
 

 
 

 (20) 

где 0k  . Из условий 0
m
ZB






, 0,

m
YB






 0

m
XB






 

следует, что функции , ,m m m
X Y ZB B B  от переменной   

(переменной z ) не зависят. Из условия 

m m
Y XB B
x y

 


 
 следует, что функции ,m m

X YB B  можно 

выразить через вспомогательную потенциальную 
функцию  , ,m x y t  по формулам m

X mB x   , 

m
Y mB y   . Из условий ,0

m m
Z X YB B B

x y
  

  
  

, 

,0
m

Y ZB B
y

 


 
, ,0

m
X ZB B

y
 


 

 следует, что 

 
2 2

,0 ,02 2 , ,m m
Z ZB x y t

x y

    

     
, 

 ,0 ,0 , ,
m
Z

Y Y
BB x y t
y




 


, 

 ,0 ,0 , ,
m
Z

X X
BB x y t
x




 


,  

а из условия ,0 ,0 0Y XB B
x y

 
 

 
 следует, что функ-

ции ,0X  и ,0Y  можно выразить через вспомога-
тельную потенциальную функцию  0 , ,x y t  по 
формулам ,0 0X x    , ,0 0Y y    . Ос-
тавшиеся неиспользованными соотношения (20) 
позволяют восстановить в виде полинома по пе-
ременной   (причем со значительной свободой 
выбора) весь ряд (19) так, чтобы удовлетворялись 
уравнения Максвелла для магнитного поля 
div 0B , rot 0B .  

Восстановим вид векторного потенциала 
 , , ,x y z tΑ  и скалярного потенциала  , , ,x y z t , 

которые требуются для описания такого магнит-
ного поля. Соотношения для векторного потен-
циала имеют следующий вид (здесь уже выполнен 
переход к "растянутой" координате 

 0z z h   ): 

 

     

 

     

 

0

0

, ,1 1

, , , ,
,

, ,1 1

, , , ,
,

1 , ,

mZ Y

m
Z

mZ X

m
Z

mY X
Z

x y tA A
y h h x

B x y t x y t
O h

x x
x y tA A

x h h y
B x y t x y t

O h
y y

A A B x y t
x y h









 
   

  

 
  

 
 

    
  

 
  

 
 

  
 
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   
2 2

,02 2 , , .m m
Z x y t O h

x y

    

      
 

Отсюда следует, что для векторного потенциа-
ла  , ,X Y ZA A AA , регулярного по малому пара-
метру h , необходимым образом должно быть вы-
полнено условие  , , 0m

ZB x y t  , а решением может 
служить 

   

     

   

     

     

,0

,0

, ,
, , ,

, ,1 , , d ,
2

, ,
, , ,

, ,1 , , d ,
2

, , ,
, , , ,

m
X

Z

m
Y

Z

Z

x y t
A x y t

y
x y t

x y t y O h
x

x y t
A x y t

x
x y t

x y t x O h
y

x y t
A x y t O h

 



 



 





  




   




 



   




 







 

где  , ,x y t  и  , , ,x y t   — произвольные 
функции соответствующих переменных. 

(Поскольку векторный потенциал определен  
с точностью до градиента скалярной функции  
от переменных , , ,x y z t , для частного решения 
можно без ограничения общности положить 

0ZA  . Точно так же частное решение для функ-
ций XA , YA  можно определять с точностью  
до градиента скалярной функции от переменных 

, ,x y t . После этого остается только добавить к ча-
стному решению градиент по переменным ,x y   
и 0z z h   от скалярной функции общего вида 
   , , , , , ,x y t h x y t      и заметить, что для 

того, чтобы у ZA  не было сингулярных компо-
нент, требуется, чтобы   не зависела от  ).  

Если же допустить, что 1 m
X XA A

h
  , 

1 m
Y YA A

h
  , 1 m

Z ZA A
h

   (очевидно, что ком-

поненты векторного потенциала не могут иметь 
сингулярность больше, чем  1O h ), то ограниче-
ний на функцию  , ,m

ZB x y t  нет, а решением мо-
жет служить 

     , ,1, , , , , d
2
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X Z

x y t
A x y t B x y t y

h y
 


   

  

     
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,
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Y Z

m
Z

Z

x y t
x y t y O h

x

A x y t B x y t x
h

x y t
x y t x

x
x y t

O h
y

x y t x y t
A x y t O h

h

 





 

   


 


   



  


   




 


 
  

 





  

По той же схеме анализируются соотношения 
для скалярного магнитного потенциала, которые 
имеют вид: 

   

   

   

   
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1 1 , ,
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m
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x
x y t B x y t

x h y y
x y t

O h
y

B x y t
h h x y

x y t O h








 
    
  





 

    
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
 



    
        

  

 

Для скалярного магнитного потенциала  , ре-
гулярного по малому параметру h , должны быть 

выполнены условия    , , , ,
0m mx y t x y t

x y
 

 
 

, 

а решением является 

       0, , , , , , ,m
Zx y t B x y t x y t O h      . 

Если же предположить, что скалярный магнит-
ный потенциал может иметь сингулярность вида 
 1O h , то ограничений на функцию  , ,m x y t  

нет, а решением является 

     

   0

1, , , , , , ,

, , .

m
m Zx y t x y t B x y t

h
x y t O h

     

 
 

Мы получили важный результат: регулярный 
векторный магнитный потенциал и регулярный 
скалярный магнитный потенциал описывают 
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принципиально разные классы магнитных полей 
(как легко видеть, эти классы даже не пересекают-
ся друг с другом, за исключением полей, не обла-
дающих сингулярностью типа  1O h ). Если же 
снять ограничение регулярности потенциалов, то и 
векторный магнитный потенциал, и скалярный 
магнитный потенциал служат одинаково универ-
сальным средством описания магнитного поля  
с сингулярностью типа дельта-функции при пере-
сечении бесконечно тонкой границы. 

2.4. Скачок электромагнитного поля общего 
вида 

Рассмотрим для полноты картины общий слу-
чай магнитного поля, обладающего сингулярно-
стью типа дельта-функции на бесконечно тонкой 
плоской границе. С учетом результатов раздела 2.3 
уравнения (5) приобретают вид 
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U x y t x y t x y tr e er p q O h
m mc y x
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




 

     
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  


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

    
         

            (21) 

 

Эта система уравнений не слишком поддается решению, для ее упрощения надлежит снова вернуться 
к независимой переменной   типа времени. После подстановки  d d r    система уравнений (21)  
с точностью до членов порядка  O h  приобретает вид 

   

   

        

0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

d d d0, 0, ,
d d d

, ,d , , ,
d

, ,d , , ,
d

, , , ,d , , , , .
d 2

mm
Z

mm
Z

m m

x y r

x y tp e qB x y t r
mc y

x y tq e pB x y t r
mc x

x y t x y tr e eU x y t U x y t p q
m mc y x


  






 

  

  
   

  
    

   
        

 (22) 

 

Система уравнений (22) является линейной и допускает достаточно простое аналитическое решение  
в виде линейной комбинации с постоянными коэффициентами, составленной из функций 1 ,  , 2  

(только для функции    ), cos  и sin , где        22 2 22 m
Z m me mc B x y          

. По-

скольку   определено с точностью до аддитивной константы, ничего не мешает выбрать значение 0   
как соответствующее моменту входа частицы в переходную область через входную границу. Начальны-
ми условиями для решения служат величины, соответствующие входной границе переходной области, 
так что   00p p p  ,   00q q q  ,   00r r r  ,  0 1   ,   00x x ,   00y y , а само решение 
имеет вид 
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К сожалению, заключительная операция, со-

стоящая в нахождении такого значения * , кото-
рое соответствует выходу частицы из переходной 
области через выходную границу, приводит  
к трансцендентному уравнению  * 1    , для 
которого найти решение в общем виде в аналити-
ческой форме не представляется возможным. Бо-
лее того, сам разбор ситуации, когда у уравнения 
 * 1     вообще существует корень, т. е. когда 

заряженная частица проходит сквозь переходную 
область, а не заворачивает назад, представляет со-
бой весьма сложную задачу. 

Трансцендентное уравнение  * 1    , при 
необходимости, можно решить с требуемой прак-
тической точностью численно (если оно разреши-
мо). После этого, зная значение * , можно по 
формулам (23) узнать, чему будут равны компо-
ненты скорости заряженной частицы после пере-
сечения бесконечно тонкой границы со скачком 
электромагнитного поля. К сожалению, получаю-
щиеся выражения лишены какой бы то ни было 
наглядности и изящества. 

Проблема частично снимается, если обратиться 
к физическому смыслу магнитных потенциалов. 

Из формулы (2) следует, что сингулярное поведе-
ние векторного потенциала (обращение векторно-
го потенциала в бесконечность) возможно только 
в двух случаях: а) ток, возбуждающий магнитное 
поле, принимает в каких-то точках бесконечно 
большое значение; б) точка, в которой вычисляет-
ся значение векторного потенциала, находится  
в точке, через которую протекает ток, возбуж-
дающий магнитное поле (здесь не делается разли-
чия между токами намагниченности ферромагне-
тиков и электрическими токами проводников). Как 
легко видеть, ни один из этих вариантов не может 
реализовываться в разумной ионно-оптической 
или электронно-оптической системах. Поэтому все 
технически реализуемые случаи требуют выпол-
нения условия  , , 0m

ZB x y t   на бесконечно тон-
кой границе со скачком электромагнитного поля 
(иллюстрацией чего является, в частности, рис. 1).  

При условии же 0m
ZB   уравнение  * 1     

для функции     из решения (23), как можно 
проверить, вполне разрешимо в тригонометриче-
ских функциях. Другое дело, что частный случай 

0m
ZB   не слишком интересен, т. к. полностью 

соответствует результату, полученному в разде-

(23)
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ле 2.1. Пересчет от сингулярных компонент маг-
нитного поля к главным компонентам векторного 
потенциала, когда это нужно для использования 
формул из раздела 2.1, осуществляется по форму-
лам из раздела 2.3. 

Другой важный случай (реализующийся на 
практике в 99,99 % случаев) состоит в том, что 
скачок магнитного поля не представляет собой 
дельта-функции ни по одной компоненте магнит-
ной индукции. Тогда  , , 0m

ZB x y t   и 
 , , 0m x y t  , а уравнения (22) совпадают с урав-

нениями для скачка электрического поля, рас-
смотренными ранее в [1]. Это означает, что скачок 
магнитного поля с конечной вариацией магнитной 
индукции в переходной области никак не сказыва-
ется на скачках скорости заряженной частицы  
в момент прохождения частицей бесконечно тон-
кой границы со скачком электромагнитного поля.  

3. СКАЧОК ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ 
ВДОЛЬ КРИВОЛИНЕЙНОЙ ГРАНИЦЫ 

Исследование случая криволинейной границы 
проводится по той же схеме, что и в [1] (см.  
рис. 3) и приводит к такому же результату.  
А именно, кривизна границы не влияет на форму-
лы пересчета начальных условий траектории за-
ряженной частицы при пересечении ею бесконеч-
но тонкой границы со скачком электромагнитного 
поля, полученные в разделе 2. Детали выкладок  
в отличие от самого вывода не представляют осо-
бого интереса. 

Примечание. Это будет не совсем так, когда 
поверхность 0S  в точке пересечения бесконечно 
тонкой границы имеет излом. Такой случай требу-
ет отдельного изучения, хотя, как легко понять, он 
представляет из себя чисто теоретический интерес 
и маловероятно, чтобы он имел какое-то практи-
ческое значение. Кроме того, кривизна начнет 
участвовать в уравнениях обобщенной траекто-
рии, если они включают в себя производные по-
тенциалов второго порядка и выше. Этот случай 
соответствует уравнениям движения в тау-
вариациях [24] и будет рассмотрен в отдельной 
публикации. 

КОММЕНТАРИИ 

1. При практическом использовании формул из 
раздела 2 необходимо учитывать, что в случае 
скачка векторного потенциала предельное поведе-
ние индукции магнитного поля действительно 
должно сводиться к дельта-функции, а значение 
векторного потенциала справа и слева от границы 
действительно соответствовать предельным зна-
чениям векторного потенциала, описывающего 
магнитное поле в переходной области. Рассмот-
рим, например, кусочно-однородное магнитное 
поле 

   
 0

0,0,0 при 0,
, ,

,0,0 при 0,
z

x y z
B z

   
B  

для которого плоскость 0z   является поверхно-
стью скачка магнитного поля. Тогда, как один из 
вариантов, магнитное поле может быть описано  
с помощью кусочно-разрывного векторного по-
тенциала как 

   
  0

0,0,0 при 0,
, ,

0, 1 ,0 при 0,
z

x y z
B z z

    
A  

что означает, что формулы из раздела 2 предска-
зывают скачок скорости при пересечении заря-
женной частицей границы 0z  .  

Однако этот вывод категорически неверен. Для 
предельного поля типа "ступеньки" предельный 
векторный потенциал имеет вид 

   
 0

0,0,0 при 0,
, ,

0, ,0 при 0,
z

x y z
B z z

    
A  

и как результат скачок скорости у заряженной час-
тицы при пересечении границы отсутствует, как 
это и следует из выкладок раздела 2.4. 

2. В разделе 2 показано, что при конечной ва-
риации магнитного поля в переходной области 
отсутствует скачок скорости заряженной частицы 

 

 
 
 Рис. 3. Параметризованное представление окрест-

ности криволинейной бесконечно тонкой границы 
со скачком электромагнитного поля 
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в момент пересечения бесконечно тонкой границы 
со скачком электромагнитного поля. На первый 
взгляд, этот факт противоречит хорошо известно-
му факту, что наклонная граница секторного маг-
нитного поля статического масс-анализатора  
в приближении бесконечно узкого краевого поля 
дополнительно осуществляет фокусирующее 
и/или дефокусирующее действие на пучок заря-
женных частиц [25–31]. Однако при ближайшем 
рассмотрении противоречие снимается. А именно, 
как следует из рис. 4, несмотря на то что каждая 
траектория по отдельности не испытывает пре-
ломления при прохождении границы со скачком 
магнитного поля, пучок частиц как единое целое 
вполне может испытывать фокусирующее дейст-
вие. Это связано с тем, что преломление каждой 
отдельной траектории при пересечении границы 
поля  в конкретной точке и фокусировка пучка 
множественных траекторий при пересечении тра-
екториями границы поля в разных точках отнюдь 
не тождественны. 

3. В данной работе предполагалось, что скачок 
электромагнитного поля испытывает слабую син-
гулярность — а именно напряженность электриче-
ского поля и индукция магнитного поля в пре-
дельном случае бесконечно тонкой границы ведут 
себя не хуже чем  1O h  (где 0h   — толщина 
переходной области). По-видимому, вполне ос-
мысленно рассматривать сингулярности более вы-
сокого порядка (  21O h  или даже выше). Рас-
смотрению этого вопроса, возможно, будет по-
священо отдельное исследование. 

 
 

ПРИЛОЖЕНИЕ  

Переход от векторного магнитного потенциала 
к скалярному и обратно 

В разделе 2 затронут вопрос о возможности 
описания магнитного поля с помощью двух прин-
ципиально различных механизмов: векторного 
потенциала и скалярного потенциала. В этом при-
ложении приводятся формулы, как от одного 
представления можно переходить к другому. 

 
Переход от векторного потенциала  
к скалярному 

Пусть индукция магнитного поля B  представ-
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Решение задачи (А1), когда оно существует, 
определено единственным образом с точностью до 
аддитивной константы. Для  разрешимости  урав-
нений  (А1)  необходимо  и  достаточно [32, 33] 
выполнение условий  rot rot rot A B  

 rot grad 0    , которые можно записать как 

Y ZB z B y     , X ZB z B x     , XB y    
YB x   .  

При выполнении этих соотношений легко про-
верить, что решением задачи (А1) будет функция  
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Рис. 4. Фокусировка параллельного пучка при пересе-
чении наклонной границы однородного магнитного 
поля 
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Решение (А2) для системы уравнений (А1) 

можно получить следующим образом [32, 33]. Из 
первого уравнения (A1) следует, что 

     
0

, , , , d ,
x

X
x

x y z B x y z x F y z    . Подставив 

это выражение во второе уравнение (A1) с учетом 
того, что X YB y B x     , получим условие 

   0, , ,YF y z y B x y z    , т. е. что  ,F y z   

   
0

0 , , d
y

Y
y

B x y z y G z   . Подставив получив-

шееся выражение для  , ,x y z  в третье уравне-
ние (A1) с учетом того, что X ZB z B x       
и Y ZB z B y     , получим условие 

   0 0, ,ZG z z B x y z    , т. е.  G z   

 
0

0 0, , d const
z

Z
z

B x y z z   . Отсюда, в частности, 

следует, что других решений, кроме (А2), быть не 

может. 
Отметим, что, используя соотношения 
X YB y B x     , X ZB z B x     , YB z    

ZB y   , решение (А2) можно записать в тожде-
ственно эквивалентном симметризованном виде: 
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   (А3)

 

Прямая подстановка (А3) в (А1) показывает, 
что при выполнении условий X YB y B x     , 

X ZB z B x     , Y ZB z B y      уравнения (А1) 
действительно обращаются в тождество. 

 
Переход от скалярного потенциала  
к векторному 

Пусть индукция магнитного поля B  представ-
лена с помощью скалярного потенциала  , ,x y z  
как grad  B : 

, , .X Y ZB B B
x y z

  
     

  
 

Требуется найти векторный потенциал ,A  удовле-
творяющий условиям 

, ,

.
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Y X
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A A A AB B
y z x z

A A B
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   (А4) 

Решение  задачи  (А4),  когда  оно   существует, 



А. С. БЕРДНИКОВ 

НАУЧНОЕ ПРИБОРОСТРОЕНИЕ, 2015, том 25, № 1 

100 

определено единственным образом с точностью до 
аддитивной добавки в виде градиента произволь-
ной скалярной функции. Для разрешимости урав-
нений  (А4)  необходимо  и достаточно [10–12] 

выполнение условия 
2 2 2

2 2 2x y z
     

  
  

 

   div grad div div rot 0      B A , которое 
можно записать также как XB x    

0Y ZB y B z      .  

С учетом этого соотношения решение для зада-
чи (А4) можно получить по той же схеме, которая 
была использована в разделе А1, однако проще 
сразу проверить готовый ответ. Сделаем подста-
новку: 
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  (А5) 

После подстановки (А5) в (А4) с учетом соот-
ношения 0X Y ZB x B y B z          легко по-
лучить, что для выполнения условий (А4) необхо-
димо и достаточно выполнение условий 

0Z YC y C z      , 0Z XC x C z      , 
0Y XC x C y      . Из выполнения этих условий 

следует, что существует такая функция  , ,H x y z , 
что XH x C   , YH y C   , ZH z C    (см. [32, 
33] и раздел А1). Поэтому формула (А5) с учетом 
того, что    , , , ,X Y Zx y z C C CC  — это градиент 
произвольной скалярной функции  , ,H x y z , дает 
решение общего вида для задачи (А4). 
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RECALCULATION  OF  INITIAL  CONDITIONS   
WHEN  THE  TRAJECTORY  OF  A  CHARGED  PARTICLE  

CROSSES  THE  BOUNDARY  WITH  А  JUMP  OF  ELECTRIC  
AND  MAGNETIC  FIELD.  II. MAGNETIC  FIELD 

 
A. S. Berdnikov 

 
Institute for Analytical Instrumentation of RAS, Saint-Petersburg, RF 

 
When the trajectories of charged particles in electric fields and/or magnetic fields are simulated, sometimes 

the case occurs when the trajectory crosses the line with a jump of the electric or magnetic field. It is necessary 
to recalculate carefully the coordinates and the velocities of the charged particle not to produce strange numeri-
cal artifacts like the violation of the conservation of energy. This paper introduces and proves mathematically 
strictly the expressions how to recalculate the coordinates and the velocities of the charged particle when the 
trajectory intersects with the boundary of the jump of electric and magnetic fields with a weak singularity. 

 
 
 
Keywords: numerical solutions of differential equations, trajectrory tracing in pulsed electric fields, artifacts of numerical 
algorithms 
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