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К  ВОПРОСУ  О  ПРИБЛИЖЕННОМ  МЕТОДЕ  РЕШЕНИЯ  
ЗАДАЧ  МНОЖЕСТВЕННОГО  РАССЕЯНИЯ.  

РЕШЕНИЕ  НА  ПРИМЕРЕ  ИДЕАЛЬНОГО  ВОЛНОВОДА 
 

В работе на примере простейшего жидкого слоя с плоскими границами предложен общий достаточно про-
стой приближенный алгоритм расчета поля, образованного рассеянием излученного сторонним источником 
первичного поля на включении и рассеянием на включении вторичного поля после его однократного отра-
жения от границ волновода. Под вторичным полем понимается поле рассеяния, вызванное падением на 
включение первичного поля. Задача рассмотрена для включения в виде произвольного сферически симмет-
ричного тела, однако это допущение легко обобщается на произвольное включение. Решение этой задачи 
оказалось возможным благодаря полученному ранее автором алгоритму нахождения суммарной амплитуды 
рассеяния при падении на включение волны сложной формы. Алгоритм может быть использован в слоисто-
неоднородных волноводах при условии однородности слоя, содержащего включение. Задача легко решается 
и тогда, когда излучатель и включение совмещены. 
 
Кл. сл.: идеальный волновод, слоистый волновод, первичное поле, сферически симметричное включение, 
поле рассеяния, амплитуда рассеяния, однородное полупространство, плоские границы раздела 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 

Задача учета множественного рассеяния в ус-
ловиях влияния либо границ волновода, либо на-
личия множества рассеивателей, когда нельзя пре-
небречь многократным переотражением волн ме-
жду ними, не является тривиальной. Эта тематика 
активно рассматривалась в последнее время раз-
личными авторами ([1–15] и др.). При этом для 
решения проблемы приходилось применять до-
вольно громоздкие математические методы. 

В настоящей работе предлагается приближен-
ный достаточно простой метод решения задачи 
множественного рассеяния в плоскослоистом вол-
новоде с границами. Метод основывается на полу-
ченном ранее автором результате 16, позволяю-
щем достаточно просто рассчитывать амплитуду 
рассеяния (АР) произвольного включения при па-
дении на него сложного первичного поля. При 
этом полагается известной каноническая АР, соот-
ветствующая условиям падения на включение 
плоской волны с текущего направления, имеющей 
единичную амплитуду и нулевую фазу в центре 
включения, где обычно помещается начало коор-
динат привязанной к включению сферической 
системы координат.  

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Алгоритм решения означенной задачи вкратце 
выглядит так. В волноводе присутствует источник 

первичного поля с заданными характеристиками  
и включение,  являющееся  источником вторичной 
волны, вызванной рассеянием на нем первичной 
волны. Если нельзя пренебречь возникновением 
третичной волны, образованной рассеянием  
на включении уже многократно переотраженной 
от границ вторичной волны, то следует говорить  
о задаче множественного рассеяния (эта задача 
приблизительно эквивалентна задаче рассеяния 
первичной волны в свободном пространстве при 
наличии нескольких включений, когда переотра-
жениями между включениями пренебречь нельзя). 
В этом случае необходимо рассчитывать как вто-
ричную, так и третичную волны. Если влиянием 
третичной волны можно пренебречь, то задача 
сводится к вычислению только вторичной волны. 
В задаче множественного рассеяния источник 
первичной волны и включение могут быть как со-
вмещены, так и быть разнесены в пространстве. 
Учитывая, что при заданных свойствах волновода 
задачу расчета всех полей можно считать решен-
ной, если известны направленные свойства источ-
ника первичной волны и АР включения при излу-
чении вторичного и третичного полей, то задача 
при известных направленных свойствах первичного 
поля фактически сводится к вычислению этих АР. 

В настоящей работе описанный алгоритм, но-
сящий универсальный характер, для простоты  
и наглядности применяется к простейшему случаю 
плоскослоистого волновода — однородному вод-
ному слою, ограниченному абсолютно отражаю-
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щими плоскопараллельными границами с одно-
родными условиями Дирихле и Неймана соответ-
ственно на верхней и нижней границах.  

ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ РАБОТЫ [16] 

Вначале кратко изложим основные, используе-
мые ниже, положения работы 16. Пусть включе-
ние находится в свободном пространстве, и начало 
координат привязано к включению (является либо 
его геометрическим центром, либо просто нахо-
дится внутри области, занятой включением). 
Пусть далее ˆ( , )u x d  — каноническая АР, т. е. АР 
данного включения в случае, когда на него падает 
плоская волна, имеющая в начале координат еди-
ничную амплитуду и нулевую фазу с волновым век-
тором kd , где (sin cos ,sin sin ,cos )    d  — 
единичный вектор, задающий направление рас-
пространения плоской волны, k  — волновое чис-
ло. Когда падающая волна inc ( )u x  в общем случае 
представляет собой совокупность плоских волн  
со спектром ( )g d  

'

i
inc ( ) ( ) d ( )ku g e s



  d xx d d ,                 (1) 

то результирующая АР ˆ( )u x  вычисляется сле-
дующим образом:  

'

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( , )d ( )u g u s 



 x d x d d .              (2) 

Здесь '  — область определения спектра падаю-
щей волны; d ( ) sin d ds   d  — элемент по-

верхности единичной сферы; ˆ  
xx
x

 

(sin cos ,sin sin ,cos )      — вектор на единич-
ной сфере, направленный в точку наблюдения; 

ˆ( )u x  — АР включения, характеризующая угло-
вое распределение поля рассеяния на включении 
при его облучении полем inc ( )u x . 

Если функция inc ( )u x  является решением одно-
родного уравнения Гельмгольца во всем простран-
стве 3Rx  (т. н. целое решение), то в ее представ-
лении по плоским волнам (3) участвуют только 
однородные плоские волны и интегрирование  
в (1), (2) осуществляется по поверхности единич-
ной сферы '    (область видимости). Если же 

inc ( )u x  является решением однородного уравнения 
Гельмгольца только в бесконечной подобласти 3R  
и удовлетворяет условиям излучения Зоммер-
фельда на бесконечности (т. н. излученное реше-
ние), то интегрирование в (1), (2) происходит как  

в области видимости (однородные плоские вол-
ны), так и вне ее (неоднородные плоские волны). 

Отметим, что в случае, когда область '  сов-
падает с областью видимости [0, ]  , 

[0,2 ]  , функция (1) носит название волновой 
функции Герглотца (Herglotz wave function) [17].  
В этой же работе приведены некоторые свойства 
функции Герглотца. 

Далее при рассмотрении АР включения, будем 
под ней понимать отклик в функции угла прихода 
плоской волны единичной амплитуды и нулевой 
фазы в точке геометрического центра включения. 
Под диаграммной функцией источника первично-
го поля принимаем амплитуду излученной им 
плоской волны с нулевой фазой относительно 
геометрического центра источника в функции уг-
ла. В случае когда inc ( )u x  — излученное решение 
(здесь  , ,R    — координаты относительно цен-
тра источника) 

i
inc

i2 2
i (sin sin cos( ) cos cos )

0 0

ˆ( , )i( ) d d
2

i ˆd ( ) sin d ,
2

x y k
x y

z

kR

u k k
u e k k

k

k u e




     



  


 


 

 

 

 



 

 

d xx

d  (3)

 

выражение (2) записывается в виде 

0 0 0 0

i2 2

0 0 0
0 0

i (sin sin cos( ) cos cos )

i ˆ( , , , , ) ( , ) ( , , , )
2

sin d d .kR

ku R u u

e




     

         


  

 

 

 

 



  

  (4)

 

Сравнение (4) с (2) дает  

0 0 0 0i (sin sin cos( ) cos cos )i ˆ( ) ( , )
2

kRkg u e       


 d .  (5) 

В (3–5) ˆ( , )x yu k k , ˆ( )u d , ˆ( , )u    — спектр плоских 
волн (диаграммная функция) первичного поля  
в записи от различных переменных. В (4) рассмат-
ривается геометрия, когда включение находится  
в начале координат, а источник находится в точке 

0 0 0 0 0 0 0( , , ) ( , , )x y z R    x x . 
Далее, согласно [16], функция 0 0 0( , , , , )u R     

из (4) является решением уравнения Гельмгольца 
относительно переменных 0 0 0( , , )R    и может 
быть представлена в виде ряда 

0i
0 0

0 0 0
00 0

( , , , )( , , , , )
( )

kR
n

n
n

Feu R
R kR

   
   






  ,        (6) 

где функции 0 0( , , , )nF      определяются из сле-
дующего рекуррентного соотношения:  
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0
00 0

2
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0 0

1 1 sin
2i sin

1 ( 1) ,
sin

n

n

F
n

n n F


 

  

   
     


    

          (7) 

а 0F  равна 

0 0 0 0 0 0 0ˆ( , , , ) ( , ) ( , , , )F u u           . (8) 

О разложении (6) известно, что при 
0 0( , , , ) 1u       оно сходится абсолютно и рав-

номерно при 0 'R R ; его можно дифференциро-
вать по 0R , 0 , 0  почленно любое число раз  
и полученные после этого ряды также сходятся 
абсолютно и равномерно [18]. Здесь 'R  — радиус 
наименьшего шара, включающего в себя область 
D  источника первичной волны. При функции 

0 0( , , , )u     , отличной от константы, этот во-
прос требует отдельного рассмотрения, и наверня-
ка можно сказать только то, что асимптотический 
ряд (6) по обратным степеням волнового парамет-
ра 0kR  определяется рекурсией (7), (8) единствен-
ным образом в силу единственности представле-
ния асимптотическими рядами и удовлетворения 
функции 0 0 0( , , , , )u R     однородному уравне-
нию Гельмгольца в указанной области. А следова-
тельно, и в этом случае ряд (6) позволяет вычис-
лить совокупную АР 0 0 0( , , , , )u R     с заданной 
точностью.  

ПРИБЛИЖЕННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 
РАССЕЯНИЯ  

Рассмотрим идеальный волновод с абсолютно 
отражающими границами. Выражение для поля 
направленного излучателя в таком волноводе 
можно получить из выражений для общего случая 
слоистого волновода 19, 20]. Опуская достаточно 
простые выкладки, выпишем искомое выражение 
для поля первичных нормальных волн с точно-
стью до отбрасываемых слагаемых порядка мало-

сти 
3
2( )nO r

 
 
 

 и выше для рассматриваемого 

здесь случая идеального волновода 

     

  

inc 0
0

i 3/21/24
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n n n
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H r
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   
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 

 
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1 2 sin
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n n n n

n n n n

n n
n n

r z r z

r z r z
n

n

e z D
H r

e e

A r z e e



   

   

  


 



 


 





  

 




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          (9) 

где H  — глубина волновода; 0z z , 0r   — точ-
ка локализации источника первичной волны;  

 ,r z  — текущая точка; 
 1/ 2

n

n
H





 , 

0,1,2,... ,n   — собственные числа поперечной 

краевой задачи; 2 2
n nk   ,  nD   — коэф-

фициенты возбуждения нормальных волн, обу-
словленные направленностью источника первич-

ных волн; k
c


  — волновое число; 

   
4

0 0
2( , ) sin

i

n n n
n

eA r z z D
H r



  




 .         (10) 

Как известно, приближение (9) справедливо  
в волновой зоне на больших по сравнению с дли-
ной волны расстояниях. Тогда можно считать, что 
на включение, согласно (9), падает счетная систе-
ма парных плоских волн с углами падения 

arctg n
n

n





  и n  , 0,1,2,...n  . Ограничимся 

только числом N  однородных нормальных волн, 

определяемых условием 21/ 2 3 / 2HN N


    . 

Углы n , n N , при этом остаются действитель-
ными. Выражение (9) для однородных нормаль-
ных волн перепишется в виде 

    i i
inc 0

0
( , ) n n n n

N
r z r z

n
n

p A r z e e    



 .  (9а) 

Рассмотрим для простоты в качестве включе-
ния произвольное сферически симметричное тело 
(это допущение не является принципиальным  
и при необходимости легко распространяется  
на общий случай канонической АР). Каноническая 
АР сферически симметричного включения 

ˆ( , )u x d  представляется в виде 

0
( ) (cos )

M

m m
m

u b P


   .  (11) 

Здесь   — угол между единичными векторами 
1 1(sin cos ,sin sin ,cos )    d  (направление дви-
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жения плоской падающей волны) и ˆ  
xx
x

 

2 2(sin cos ,sin sin ,cos )      (направление из 
центра включения в точку наблюдения); mb  — из-
вестные коэффициенты; mP  — полиномы Лежанд-
ра; M  — число, зависящее от волнового парамет-
ра ka  и, как правило, выбираемое конечным; a  — 
характерный размер включения.  

Как известно, косинус угла   между двумя 
единичными векторами x̂  и d  равен 

2 1cos cos cos sin sin cos( )         .    (12) 

Полагая, что азимут из точки источника пер-
вичного поля на точку включения 1 0  , оконча-
тельно получаем 

2cos cos cos sin sin cos       .        (13) 

Первичная падающая волна приближенно оп-
ределяется рядом (9а), (10), т. е. представляет со-
бой сумму взвешенных плоских волн (в данном 
случае функция ( )g d  из (1) представляет собой 
набор взвешенных дельта-функций). Тогда, если 
на включение падают плоские волны из набора 
(9а) с векторами нормали (sin ,0, cos )n n   d  
(знак    для углов падения n  и знак    для 

n  ), то соответствующая ей результирующая 
АР с учетом (2), (9а) и (11) будет иметь вид 


    

2 0
0

i ' ' i ' '

( , ) ( ', )

(cos ) (cos ) .n n n n

M

n n m
m

r z r z
m n m n

u A r z b

e P e P   

 


  

 

   


 

Здесь ( ', ')r z  — точка локализации включения; 

2cos cos cos sin sin cos ;n n n        cos n
   

2cos cos sin sin cosn n       ; 0( ', )nA r z  опреде-
ляется из (10), а также принято во внимание, что 

1 0  . 
Теперь, используя последнее выражение, легко 

получить результирующую АР включения 
 1

2( , )u   , вызванную первичным полем сторон-
него источника (9а) 

  1
2 2 0

0 0 0
( , ) ( , ) ( ', )

N N M

n n m
n n m

u u A r z b    
  

     

    i ' ' i ' '(cos ) (cos ) .n n n nr z r z
m n m ne P e P        

   
(14) 

Включение с АР (14), рассеивая первичные 
волны, является в свою очередь источником вто-
ричного поля, которое также может рассеиваться 

как на источнике первичного поля, так и на самом 
включении, переотражаясь многократно от пло-
ских границ волновода, создавая тем самым тре-
тичное и последующие поля. Все это приводит  
к крайне сложной проблеме учета множественного 
рассеяния.  

Для облегчения задачи решим проблему созда-
ния третичного поля только самим включением  
за счет однократного рассеяния вторичного поля 
от границ волновода, пренебрегая при этом рас-
сеянием на источнике. Таким образом, речь идет  
о нахождении добавки  2

2( , )u    к ар  1
2( , )u   , 

вызванной рассеянием на включении однократно 
отразившегося от границ вторичного поля. 

Итак, поиск АР  2
2( , )u    формально сводится 

к следующей задаче: задан источник вторичного 
поля с АР  1

2( , )u   , совмещенный с включени-
ем, задана каноническая АР включения ( )u    
из (11). Необходимо найти добавку  2

2( , )u   , 
состоящую из двух слагаемых, каждое из которых 
выражает вклад верхней и нижней границы волно-
вода по отдельности при условии однократного 
отражения от каждой из границ вторичного поля  
с АР (1)

2( , )u   . 
Эта задача редуцируется к решению двух само-

стоятельных задач. В одной из них необходимо 
решить задачу однократного рассеяния в жидком 
полупространстве 0z   (ось аппликат направлена 
вниз) поля источника с АР (1)

2( , )u    на включе-
нии, совмещенном с источником. Коэффициент 
отражения от границы 0z   обозначим для общ-
ности через 1V  (в настоящей работе принято 

1 1V   ). Акустические свойства жидкого полу-
пространства совпадают со свойствами жидкого 
слоя. Во второй задаче необходимо решить то же 
только в полупространстве z H  с коэффициен-
том отражения 2V  на границе z H  (в настоящей 
работе принято 2 1V  ). Включение с источником 
совмещены в пространстве и локализованы в точ-
ке  0, 'r z . Эти задачи легко решаются с приме-
нением техники, изложенной в работе [16] и ко-
ротко приведенной в начале настоящей работы. 
Пример подобного решения, только для случая, 
когда (1)

2( , )u    соответствует сферической вол-
не, приведен в [21]. Здесь приведем коротко реше-
ние  для случая полупространства z H , а для 
полупространства 0z   выпишем конечный ре-
зультат.  

Итак, источник, он же рассеиватель, локализо-
ван в точке  0, 'r z . Граница проходит по плос-
кости z H . Задача эквивалентна следующей. 
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Оставляя источник поля с АР  1
2( , )u    в исход-

ной точке  0, 'r z , мысленно перемещаем рас-
сеиватель зеркально относительно границы z H  
в точку  0, 2 'r H z  . Таким образом, расстоя-
ние между источником и рассеивателем равно 

 02 2 'R H z  . Угол падения с источника на рас-
сеиватель 02  . Для слагаемого результирую-
щей АР, учитывающего влияние только нижней 
границы,  2

2 2( , )u   , при использовании выраже-
ниями (6)–(8) учтем только нулевое приближение: 

 
02

02

i
2

2 2 0 2 0 1
02

i

0 0 2 0 1
02

( , ) ( , , , )

ˆ( , ) ( , , , ).

kR

kR

eu F
R

e u u
R

     

     





 

        (15)
 

Здесь 0 0ˆ( , )u     определяется через  1
2( , )u    

из (14) и коэффициент отражения 2V  (см. [21]) 
следующим образом: 

 

 

1
0 0 2 2

1

ˆ( , ) ( , ) ( )

( ) (0).

u u V

u V

      

 




   

      (16) 

В (16), как видно из (12), (13), cos  перестает 
зависеть от 2 , а функция ( ) (0)V V  . Далее из 
(11)–(13) имеем 

0
cos cos

 



   , а значит, из 

(11) имеем 

0 0
2 0 1

0

( ) ( , , , )

( cos ).
M

m m
m

u u

b P

   
   



  



  

 

 

     (17)
 

Учитывая (16) и (17), получаем для  2
2 2( , )u   : 

 

 

02i
2 1

2 2 2
02

2
2

0

( , ) ( ) (0)

( cos ) ( ).

kR

M

m m
m

eu u V
R

b P u

   

 

 




  

    (18)
 

Из (18) видно, что  2
2 2( , )u    зависит только от 

угла падения  .  
Отсюда же очевидно также, что при отражении 

от границы 0z   функция  2
1 2( , )u    должна вы-

глядеть следующим образом: 

   
01i

2 1
1 2 1

01

( , ) ( ) (0)
kReu u V

R
        

 2
1

0

(cos ) ( ).
M

m m
m

b P u 


          (19) 

Здесь 01 2 'R z . 
Теперь можно выписать окончательное выра-

жение для АР с учетом первичного и вторичного 
полей: 

     1 2 2
2 2 1 2( , ) ( , ) ( ) ( )u u u u           ,   (20) 

где соответствующие функции определяются вы-
ражениями (14), (18) и (19).  

Теперь, когда известна приближенная резуль-
тирующая АР включения, может быть решена за-
дача о суммарном поле в волноводе. Источник 
первичного поля, находящийся в точке  00,r z , 
в рассматриваемом волноводе создает поле (9). 
Включение, имеющее результирующую АР (20)  
и находящееся в точке  0', 0,r z  , создает поле 
рассеяния sp , которое может быть рассчитано по 
известной АР обычным порядком [19, 20, 22]. 
Суммарное поле inc sp p p   в произвольной точке 
волновода нужно рассчитывать с учетом отсутст-
вия цилиндрической симметрии геометрии задачи. 

Несмотря на упрощения рассмотренного част-
ного случая волновода, предложенный подход 
может быть легко использован в слоисто-
неоднородном волноводе при условии, что слой 
жидкости, содержащий включение, является одно-
родным. В этом случае первичное поле также бу-
дет представлять совокупность парных плоских 
волн, а коэффициенты отражения на границах 
слоя могут быть легко определены [23]. Кроме 
того, задача легко решается и тогда, когда излуча-
тель и включение совмещены [21]. При отсутствии 
сферической симметрии включения никаких 
сложностей не возникает. В этом случае канони-
ческая АР будет зависеть не от одного угла, как  
в (11), а от четырех в общем виде 2 0 1( , , , )u      
(см., например, (15). 

ВЫВОДЫ 

Таким образом, в работе на примере идеально-
го плоскослоистого волновода с границами пред-
ложен общий, достаточно простой приближенный 
алгоритм расчета поля рассеяния, вызванного рас-
сеянием первичного поля на включении и рассея-
нием на включении вторичного поля после его 
однократного отражения от границ волновода. Та-
кое решение оказалось возможным благодаря по-
лученному ранее автором алгоритму нахождения 
суммарной амплитуды рассеяния при падении на 
включение волны сложной формы. Проблема ре-
шается для сферически симметричного включе-
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ния, но легко обобщается на общий вид включе-
ния. 
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TO  THE  QUESTION  OF  THE  APPROXIMATE  METHOD   
OF  THE  DECISION  PROBLEMS  OF  MULTIPLE  DISPERSION.  

THE  DECISION  ON  THE  EXAMPLE  OF  THE  IDEAL  WAVE  GUIDE 
 

B. P. Sharfarets 
 

Institute for Analytical Instrumentation of RAS,  Saint-Petersburg, RF 
 
 

In work on the example of the elementary liquid layer with flat borders the general rather simple approx-
imate algorithm of calculation of the field formed by dispersion of primary field radiated by a third-party source 
on inclusion and dispersion on inclusion of a secondary field after its single reflection from borders of a wave 
guide is offered. The secondary field is understood as the field of dispersion caused by falling on inclusion of 
primary field. The task is considered for inclusion in the form of any spherically a symmetric body, however 
this assumption is easily generalized on any inclusion. The solution of this task was possible thanks to the algo-
rithm of stay of total amplitude of dispersion received earlier by the author when falling on inclusion of a wave 
of a difficult form. The algorithm can be used in layered and non-uniform wave guides on condition of unifor-
mity of the layer containing inclusion. The problem is easily solved and when the radiator and inclusion are 
combined. 
 
 
Keywords: ideal wave guide, layered wave guide, primary field, spherically symmetric inclusion, dispersion field,  
dispersion amplitude, uniform half-space, flat limits of the section 
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