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Математические уравнения кинетики ферментативных реакций, как правило, не имеют аналитического ре-
шения и исследуются численными методами. Однако в ряде задач наличие хотя бы приближенного анали-
тического решения напрямую обусловливает адекватность их решения. На основе такого описания, напри-
мер, можно было бы разработать более эффективный алгоритм обработки экспериментальных данных мето-
да полимеразной цепной реакции в реальном времени, широко используемого в анализе целевых нуклеино-
вых кислот. В настоящей работе рассматривается подход, позволяющий получить приближенные аналити-
ческие решения, выражающие временнýю зависимость концентраций компонентов реакции при некоторых 
ограничениях на параметры реакции. 
 
 
Кл. сл.: кинетика ферментативных реакций, математическое моделирование 
 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 

В задачах исследования кинетики химических 
реакций обычно стремятся получить выражения 
для временнóй зависимости концентраций реаген-
тов. Сложные реакции описываются системами 
дифференциальных уравнений, которые обычно 
не имеют аналитических решений. Это относится, 
в частности, к реакциям, катализируемым фермен-
тами. Для таких реакций временнáя динамика 
концентраций может быть получена только чис-
ленными методами [1]. 

Простейший механизм ферментативной реак-
ции включает обратимое образование субстрат-
ферментного комплекса, который необратимо рас-
падается на продукт реакции и свободный фер-
мент. Исследованию такого механизма посвящено 
множество классических работ, из которых наибо-
лее известен подход Михаэлиса—Ментен (ММ). 
Уравнение ММ выводится на основании предпо-
ложения о достижении стационарного состояния, 
при котором концентрация субстрат-ферментного 
комплекса является постоянной. Даже если это 
предположение справедливо, что далеко не всегда 
верно, решение уравнения ММ все же не может 
быть получено в явном виде [2]. 

В настоящей работе предложен новый подход  
к анализу системы уравнений, описывающих ки-
нетику элементарной ферментативной реакции. 
Применение этого подхода при некоторых огра-
ничениях на параметры позволило получить при-
ближенные аналитические решения, выражающие 
временнýю зависимость концентраций компонен-
тов реакции. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ  

Рассмотрим элементарную реакцию, проте-
кающую под действием фермента. Пусть S — ис-
ходный продукт, P — конечный продукт, E — 
фермент. На первой стадии реакции образуется 
комплекс ES, на второй стадии образуется конеч-
ный продукт P, а молекула фермента возвращается 
к исходному состоянию: 
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Если s — концентрация вещества S, e — кон-
центрация свободных молекул фермента E, c — 
концентрация связанного комплекса ES, p — кон-
центрация конечного продукта, t  — время, k+1 — 
скорость реакции образования комплекса ES, k-1 — 
скорость реакции распада комплекса ES, k+2 — 
скорость реакции образования продукта P, то для 
рассматриваемого процесса можно записать сис-
тему дифференциальных уравнений химической 
кинетики: 
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Легко проверить, что у системы уравнений (2) 
имеются два очевидных первых интеграла: 

constNI e c    — полное число молекул фер-
мента, CI s c p    — полное число молекул 
преобразуемого в результате реакции вещества. 
Этот факт позволяет упростить систему уравнений 
(2) за счет подстановки Ne I c  , Cp I s c   : 
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Задача состоит в исследовании поведения ре-
шения системы уравнений (3) в зависимости от 
времени и от параметров уравнения. 

ПЕРЕХОД К БЕЗРАЗМЕРНЫМ ВЕЛИЧИНАМ 

Для того чтобы в системе уравнений (3) отде-
лить значимые параметры от незначимых, перей-
дем к масштабированным безразмерным величи-
нам. Пусть    cc t S x   ,    ss t S y   , 
   pp t S z   , Tt S   , где x(τ), y(τ), z(τ) — без-

размерные концентрации, τ — безразмерное вре-
мя, Sc, Ss, Sp, ST  — пока неизвестные масштаби-
рующие коэффициенты. Тогда система уравнений 
(3) преобразуется к виду 
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  (4) 

Если теперь выбрать масштабирующие коэф-
фициенты так, чтобы выполнялись условия 

s c pS S S  , 1 1N Tk I S  , 1 1c Tk S S   (т. е. c NS I , 

s NS I , p NS I , 11T NS k I ), и ввести обозначе-
ния  2 1 Nk k I   ,  1 1 Nk k I   , C NI I  , то 
система уравнений (4) запишется в виде: 
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Тем самым в системе уравнений осталось всего 
три значимых параметра, от которых зависит ре-
шение: μ  — безразмерная скорость распада ком-
плекса ES на фермент и конечный продукт, ν  — 
безразмерная скорость распада комплекса ES на 
фермент и исходный продукт, ε  — безразмерная 
начальная концентрация исходного вещества. 

ПРЕДЕЛЬНЫЕ СЛУЧАИ 

В предельных случаях μ → 0 и μ → ∞ для сис-
темы (5) можно найти аналитическое решение.  
Рассмотрим случай μ → ∞. В этом случае целе-
сообразно искать решение в виде разложения по 
обратным степеням параметра μ: 
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Рис. 1. Предельные решения  y  и  z  при 

 .  
На рисунке показан случай 1 , однако в общем 
случае предельное решение просто масштабируется 
пропорционально значению   

 

z(τ) 
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Решением системы (5) является 

   0 expy     ,  0 0x   , 

   0 1 expz         ,  

       2
1 exp exp 2y            , 
   1 expx     , 
       2

1 1 exp exp 2z              , … 

(цепочка разложения легко может быть продолже-
на и дальше). Предельное решение при μ = ∞  рав-
но   0x   ,  y e    ,    1z e      (график 
показан на рис. 1). 

 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 2. Предельные решения  x  и  y  при μ → 0. 
а  — для случая ε = 0.5; б — ε = 1.0; в — ε = 1.75; г — 
ε = 1.0; ε = 2.0; д — ε = 2.5 
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Рассмотрим случай μ = 0. Решением, как легко 
проверить прямой подстановкой, является 
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где  21 4       ,     1 2       , 

             (техника решения соответ-
ствующей системы дифференциальных уравнений 
не принципиальна).  
Равновесным значением при t → ∞ очевидным 
образом является y   , x     , где 
 при 1    
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 при 1    
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Характеристический показатель λ при ε ≠ 1 ве-
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а при ε = 1:  4    .  

При ν = 0 решением являются функции 
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,   0z     

с очевидными предельными значениями: 0y  , 
x    при  ε ≤1  и 1y    , 1x   при  ε ≥1  (на 
рис. 2, а–д, показаны графики соответствующих 
решений).  

 

 
 

 
  

 

 

 
 
 
 
 
 
Рис. 3. Численные решения уравнений системы (5) при 

0.1  и различных 1~ . 
а — x(τ), б — y(τ), в — z(τ) 
( =0.1, 0.25, 0.5, 0.75, 1.0, 1.25, 1.5, 1.75, 2.0; кривые 
расположены снизу вверх)  
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Интерес представляет поиск решения в предпо-

ложении, что μ и ν малы, в виде ряда по малым 
параметрам μ и ν. К сожалению, найти решение 
для соответствующей цепочки систем дифферен-
циальных уравнений в аналитическом виде не 
удалось. 

Во всех остальных случаях система уравнений 
(5) может быть проинтегрирована только численно. 

ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ  
БЕЗРАЗМЕРНОЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 

Рассмотрим частный случай ν = 0 (в этом слу-
чае остается только два безразмерных параметра).  

Прежде всего следует заметить, что решения 
системы (5) существенным образом отличаются 
для случаев ε ≤ 1 (число молекул реагирующего 
вещества не превышает числа молекул фермента) 
и ε >> 1   (число молекул реагирующего вещества 
много больше числа молекул фермента). В первом 
случае следует ожидать, что всегда имеются не-
связанные молекулы фермента и что лимитирую-
щим фактором будет являться соотношение между 
скоростью связывания исходного вещества и мо-
лекулы фермента в комплекс и скоростью распада 

комплекса на конечный продукт и свободную мо-
лекулу фермента. Во втором случае следует ожи-
дать, что лимитирующим фактором будет недос-
таток свободных молекул фермента. 
Рассмотрим случай ε ≤ 1. На рис. 3, а–в, показа-
ны результаты численного решения системы урав-
нений (5) при μ = 1 и различных значениях пара-
метра  . Наглядно виден рост и последующий 
спад функции  x   (причем даже при ε = 2 реше-
ние не выходит на уровень насыщения x(τ) ≈ 1). 
Функция y(τ) экспоненциально спадает до нуля, а 
функция z(τ) монотонно растет, выходя на уровень 
насыщения, равный начальному значению y(τ). На 
рис. 4, а–в, показаны результаты численного ре-
шения системы уравнений (5) при фиксированном 
ε = 1 и различных значениях параметра μ. Видно, 
что с ростом μ не только растет скорость спада 
функции x(τ), но и стремится к нулю ее максимум 
(а само положение максимума все больше сдвига-
ется к точке τ = 0). Соответственно с ростом μ уве-
личивается скорость спада к нулю функции y(τ)  
и скорость выхода на уровень насыщения функции 
z(τ).  

 
 

 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 4. Численные решения уравнений системы (5) при 

0.1  и различных  .  
а — x(τ), б — y(τ), в — z(τ) 
( = 0.1, 0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 2.5, 3.0, 3.5, 4.0; кривые рас-
положены сверху вниз на а, б и снизу вверх на в) 
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Рис. 5. Численные решения уравнений системы (5) при 

0.1  и различных 1 .  
а — x(τ), б — y(τ), в — z(τ) 
( =1, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80; кривые расположе-
ны слева направо на а, б и снизу вверх на в) 
 

 
 
Рассмотрим случай ε >> 1. На рис. 5, а–в, показа-
ны результаты численного решения системы урав-
нений (5) при μ = 1 и различных значениях пара-
метра ε. Наглядно виден режим насыщения 
x(τ) ≈ 1, а также начальный и заключительный пе-
реходные процессы. На рис. 6, а–в, показаны ре-
зультаты численного решения системы уравнений 
(5) при фиксированном ε = 50 и различных значе-
ниях параметра μ. Из графиков видно, что при 
увеличении параметра μ отрезок времени, в тече-
ние которого система пребывает в режиме насы-
щения x(τ) ≈ 1, быстро сокращается. 

ПРИБЛИЖЕННЫЕ АНАЛИТИЧЕСКИЕ  
РЕШЕНИЯ 

Практический интерес представляет случай, ко-
гда концентрация исходного вещества много 
меньше, чем концентрация фермента. Хотя точное 
аналитическое решение для системы уравнений 
(5), по всей видимости, отсутствует, для случая  
ε ≤ 1 можно найти приближенное аналитическое 
выражение, которое будет достаточно точным для 
практических целей.  

Из физических соображений понятно, что если 
y(0) = ε, то все функции, входящие в систему (5), 
тоже будут иметь величину не больше ε при лю-
бом τ. Поэтому будем искать решение системы (5) 
в виде ряда по параметру ε: 
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      

      

      

   

   

   







 (6) 

После подстановки (6) в систему (5) и группи-
ровки членов, соответствующих одному и тому же 
показателю степени εk, получим цепочку линей-
ных уравнений для функций xk(τ), yk(τ), zk(τ). Так, 
для членов порядка ε полученные уравнения име-
ют вид  

 1 1 1

1 1 1

1 1

,
,

,

x x y
y x y
z x

 




    
   
  

   (7) 

 

в 
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Рис. 6. Численные решения уравнений системы (5) при 

50  и различных  . 
а — x(τ), б — y(τ), в — z(τ) 
( = 0.1, 0.25, 0.5, 0.75, 1.0, 1.5, 2.0, 2.5, 3.0; кривые 
расположены справа налево) 
 

 
 
откуда с учетом начальных условий  1 0 0x  , 

 1 0 1y  ,  1 0 0z   получается решение 
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где введены обозначения  21 4       , 

 1 2p       ,  1 2m       . Ана-
логичным образом уравнения для степени ε2 име-
ют вид  
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   (9) 

а их решение с учетом начальных условий 
 2 0 0x  ,  2 0 0y  ,  2 0 0z   имеет вид 

в 

а б 
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По такой же схеме можно получить поправки 
следующего порядка, если в них есть необходи-
мость. 

К сожалению, эти ряды не слишком хорошо 
сходятся, как показывает сравнение приближен-
ных аналитических выражений и результатов чис-
ленного решения системы дифференциальных 
уравнений: качественно поведение решений сов-
падает, но количественное совпадение оставляет 
желать лучшего. Во многих случаях разложение 
по обратным степеням параметра μ, использован-
ное в разделе "ПРЕДЕЛЬНЫЕ СЛУЧАИ", дает 
лучшие результаты. Является целесообразным ис-
пользовать дробно-линейное представление для 
приближенного решения (см. результаты упомя-
нутого раздела). В этом случае решение ищется  
в виде 
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где λp, λm —  изначально неизвестные характери-
стические показатели экспонент (вообще говоря, 
являющиеся функциями параметра ε), а X1m, X2m, 
Y1m, Y2m, … — неопределенные коэффициенты. 
Если ограничиваться квадратичными членами  
в числителе и линейными членами в знаменателе, 
то анализ показывает, что при такой параметриза-
ции решения образуются четыре дополнительных 
(свободных) параметра, с помощью которых мож-
но управлять точностью решения. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Нами был предложен новый подход к анализу 
системы кинетических уравнений элементарной 
ферментативной реакции на основе безразмерных 
параметров, характеризующих скорость распада 
субстрат-ферментного комплекса и концентрацию 
субстрата. В отличие от формализма ММ в нашем 
подходе не использовано предположение о ста-
ционарности процесса, что существенно расширя-
ет применимость полученной системы уравнений. 
Кроме того, для случая, когда начальная концен-
трация субстрата не превышает концентрацию 
фермента, было предложено приближенное анали-
тическое выражение для временнóй динамики 
концентраций реагентов. 

Полученное приближенное решение может 
быть использовано при создании математических 
моделей реакций, протекающих с участием фер-
ментов, в частности полимеразной цепной реакции 
(ПЦР). ПЦР является ферментативной реакцией, а 
потому ее адекватное описание требует примене-
ния математического аппарата ферментативной 
кинетики [3]. Поскольку уравнения, описывающие 
процессы с участием ферментов, даже в самых 
простых случаях не имеют аналитического реше-
ния, то для их использования в математических 
моделях приходится применять численные реше-
ния. Такие подходы использовали в ряде работ, 
посвященных моделированию ПЦР, а также ПЦР  
в реальном времени [4, 5]. Представляется инте-

ресным применить полученные в настоящей рабо-
те приближенные аналитические выражения для 
создания модели ПЦР в реальном времени, позво-
ляющей проводить обработку экспериментальных 
данных с минимальными вычислительными затра-
тами.  

Работа выполнена при финансовой поддержке про-
грамм фундаментальных исследований Президиума 
РАН № 24 "Фундаментальные основы технологий на-
ноструктур и наноматериалов", проект "Исследования 
кинетики и аналитических характеристик полимераз-
ной цепной реакции в реальном времени". 
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Mathematical equations for enzymatic reaction kinetics usually cannot be solved analytically and require 

numeric methods of analysis. However, successful modeling some problems critically depends on our ability to 
obtain at least approximate analytical solution. This applies, for instance, to the mathematical model of real-time 
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polymerase chain reaction which could be used to develop an efficient algorithm for experimental data 
processing. In the present paper, a novel approach to the analysis of enzymatic kinetics equation system is de-
scribed which allows obtaining approximate analytic solutions expressing time course of reactant concentra-
tions, with some limitations on reaction parameters. 
 
 
Keywords: enzymatic kinetics, mathematical modeling 
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