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НОВЫЕ  ТРЕХМЕРНЫЕ  ГАРМОНИЧЕСКИЕ  ПОТЕНЦИАЛЫ  
В  КОРПУСКУЛЯРНОЙ  ОПТИКЕ 

 
В этой статье исследуется трехмерное уравнение Лапласа. Используя такие нетрадиционные приемы, как 
круговые переменные и аддитивно-мультипликативное разделение переменных, удается отыскать новые и 
физически необычные решения. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Нас интересуют поля и траектории, которые 
выражаются аналитическим образом. Если в дву-
мерном случае [1] и в случае потенциала, квадра-
тичного по одной из координат [2], задача решена, 
то для трехмерных полей и траекторий она остает-
ся открытой. Один из самых эффективных спосо-
бов — решить уравнение Гамильтона—Якоби [3, 
4]. Не вдаваясь в подробности, отметим лишь, что, 
решив это уравнение (зачастую с помощью нало-
жения дополнительных условий на входящий в его 
состав потенциал), получим так называемый пол-
ный интеграл, с помощью которого выражается 
геометрия траектории в пространстве и ее кинема-
тика, т. е. связь со временем. В данной статье бу-
дет рассмотрена предварительная часть этой зада-
чи, состоящая в поиске гармонических потенциа-
лов, удовлетворяющих трехмерному уравнению 
Лапласа.  

Движение заряженной частицы в пространстве 
под действием электростатического поля с потен-
циалом φ(x, y, z) описывается уравнением Гамиль-
тона—Якоби относительно укороченного дейст-
вия S ([4], гл. 7) в безразмерных переменных ([5], 
гл. 1): 
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где h — полная энергия системы. При этом потен-
циал должен удовлетворять уравнению Лапласа 

 , , 0.xx yy zzx y z                       (2) 

Поиск решения (1) будем осуществлять разде-
лением переменных по следующим причинам. 

1) Последовательное исследование двумерных 
решений методом разделения переменных прове-

дено в докторской диссертации Ю.К. Голикова [1]. 
2) В настоящий момент все известные анали-

тические решения так или иначе сводятся к реше-
нию уравнения Гамильтона—Якоби разделением 
переменных в той или иной криволинейной сис-
теме координат [6]. 

В частности, методом разделения переменных  
в подходящей системе координат в данной статье 
будет осуществлен поиск аналитических решений 
уравнения (2). 

КРУГОВЫЕ ПЕРЕМЕННЫЕ 

Итак, аналитические решения уравнения (2), 
которые можно получить разделением перемен-
ных в декартовых координатах, хорошо известны 
и приводятся в [7]. Для поиска других решений 
приходится использовать удобные криволинейные 
координаты. Воспользуемся так называемыми 
круговыми переменными, предложенными в свое 
время Ю.К. Голиковым и ранее не использовав-
шимися: 
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Тонким моментом при использовании замены 
переменных (3) является переход от вещественных 
переменных (x, y, z) к комплексным переменным 
(α, β, γ). Мы не будем специально останавливаться 
на обосновании этого тонкого момента, а просто 
будем по умолчанию предполагать, что все алгеб-
раические операции с символами переменных (x, 
y, z) и (α, β, γ) сохраняют свою силу на многомер-
ном комплексном пространстве. Соответствую-
щий формализм аналитического продолжения 
функции многих вещественных переменных  
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на комплексное пространство изложен в [8]. 
Допустим, у нас есть функция f(x, y, z), декар-

товы координаты связаны с круговыми соотноше-
ниями (3). Тогда производные от декартовых ко-
ординат в новых переменных выразятся, как 
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С помощью этих переменных запишем  квадрат 
градиента и лапласиан: 
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Тогда на основании полученных выражений урав-
нение Гамильтона—Якоби (1) и уравнение Лапла-
са (2) в новых переменных примут следующий 
вид: 

   i , , ,S S S S S S h                          (4) 

0       .                                              (5) 

Теперь приступим к решению уравнения (5). 

АДДИТИВНО-МУЛЬТИПЛИКАТИВНОЕ  
РАЗДЕЛЕНИЕ ПЕРЕМЕННЫХ 

Ищем потенциал в виде, объединяющем в себе 
достоинства аддитивного и мультипликативного 
разделения переменных: 
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Здесь A1, B1, C1, A2, B2, C2 — неизвестные пока 
функции. Подставим (6) в (5). Тогда получим вы-
ражение, содержащее шесть неизвестных функций 
и их первые производные: 
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Таким образом, функционально-дифферен-
циальное уравнение свелось к билинейной форме. 
Анализ критериев совместности соотношения (7)  
с помощью дифференциальных операторов по 
схеме, обычно используемой в методе разделения 
переменных, утомителен, трудоемок и крайне не-
изящен. Однако это затруднение можно просто 
обойти с помощью следующих простых геометри-
ческих соображений. Соотношение (7) при фикси-
рованных значениях α и β выражает тот факт, что 
функции C1(γ), C2(γ), 1 2' ( ) и ' ( )C C   являются ли-

нейно зависимыми. В случае существования толь-
ко одной обращающейся в ноль линейной комби-
нации этих функций с постоянными коэффициен-
тами отдельный анализ показывает, что решение 
(7) сводится либо к экспоненте, либо к сумме трех 
билинейных функций (разбор данного частного 
случая выходит за рамки этой статьи). Если же 
существуют хотя бы две линейно независимые 
комбинации функций C1(γ), C2(γ), 1 2' ( ) и ' ( )C C  , 
то за исключением частных вырожденных случаев 
их можно привести к следующему виду:  
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где a1, a2, b1, b2 — произвольные комплексные 
числа. Те же соображения, естественно, примени-
мы и к функциям A1(α), A2(α), 1 2' ( ) и ' ( )A A    
и B1(β), B2(β), 1 2' ( ) и ' ( )B B  . Фактически этот 
прием основывается на одной практически не ис-
пользуемой задаче из теории линейных векторных 
пространств о разбиении 2n-мерного векторного (в 
данном случае эвклидова) пространства на два 
взаимно ортогональных подпространства размер-
ности n. 

Условие (8) позволит нам выделить две функ-
ции C1 и C2, перед каждой из которых будет коэф-
фициент, состоящий из комбинации остальных 
четырех функций, их первых производных и ука-
занных выше параметров. Равенство нулю подоб-
ного выражения может быть обеспечено только 
равенством нулю каждого из коэффициентов. То-
гда мы имеем два уравнения, в которых вместо 
двух из шести неизвестных функций и их первых 
производных присутствуют четыре произвольных 
комплексных числа. Аналогично поступаем  
с функциями B1, B2 (появляется набор произволь-
ных комплексных чисел e1, e2, d1, d2): 
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В результате получаем вид оставшихся двух 
функций и условие на произвольные комплексные 
числа, играющие роль параметров: 
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Применив к (8) и (9) метод, описанный в [9], 
мы получим следующий результат: 
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Рассмотрим частный случай. Положим, что ко-
эффициенты в (11) принимают следующие значе-
ния: a1 = e1 = b1 = –a2 = 1, b2 = d2 = d1 = –e2 = –1. 
Подставив (10), (12), (13) в (6) и учтя (3) вместе со 
значениями параметров, мы найдем искомый по-
тенциал: 
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  (14) 

Решение представляет собой сумму двух сла-
гаемых, имеющих линейно-экспоненциальную 
структуру. Обратим внимание на то, что каждое из 
выделенных нами двух слагаемых в φ1 и φ2 удов-
летворяет уравнению Лапласа, также как и сумма. 

 
 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
Рис. 1.          1 2cos sin , cos sinx xe y z y z x y e z x y y z y           
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Рассмотрим теперь полученное нами выраже-
ние в четырех крайних случаях.  

1-й случай: g1 = 1, g2 = g10 = g20 = 0 

    
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   

   
            (14а) 

Эквипотенциальный портрет представлен на 
рис. 1.  
2-й случай:  g2 = 1, g1 = g10 = g20 = 0 
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              (14б) 

Рис. 2 иллюстрирует эквипотенциальные порт-
реты. 
3-й случай:  g10 = 1, g1 = g2 = g20 = 0 
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На рис. 3 проиллюстрированы эквипотенци-
альные портреты. 

4-й случай:  g20 = 1, g1 = g10 = g2 = 0 

1

2

cos ,

sin .

x

x

e y
e y






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                                                    (14г) 

Эквипотенциальные портреты отображены на 
рис. 4. 

 
Следует отметить, что решения (14) сами по 

себе могут являться источником новых решений. 
Так, используя линейную комбинацию  

½ (φ(x, y, z) + φ(–x, y, z)), 
мы получим решение уравнения Лапласа (2), у ко-
торого плоскость x = 0 будет плоскостью симмет-
рии. Однако легко заметить, что в переменных α, 
β, γ такие решения уже не будут иметь вид адди-
тивно-мультипликативного разделения перемен-
ных (6). 

СВЯЗЬ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ  
С РЕШЕНИЕМ УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА 

Переход к комплексным переменным и ком-
плекснозначным функциям позволяет установить 
связь между аналитическим решением уравнения 
Лапласа и частными решениями волнового урав-
нения.  

 
 

 
 
 

 
Рис. 2.          1 2cos sin , cos sinx xe y z y z x y e z x y y z y          
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Рис. 3. 1 2cos , sinx xe y e y      
 
 

 
 

 

Рис. 4. 1 2cos , sinx xe y e y    
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Если в трехмерном уравнении Лапласа одну  
из декартовых координат, например z, заменить 
мнимой переменной времени ikt, то оно превра-
тится в двумерное по координатам x, y волновое 
уравнение. Следовательно, любое трехмерное ре-
шение мы можем превратить в соответствующее 
 

волновое решение. Для аддитивно-мультиплика-
тивного разделения переменных, которое мы ис-
пользовали выше, получим новый и физически 
необычный результат — решение волнового урав-
нения, отличное от классической суперпозиции 
синусоидальных гармоник: 
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 (16) 

 
 
 
Здесь после отделения действительной и мни-

мой частей получаем решение, представляющее 
собой сумму двух слагаемых, имеющих линейно-
экспоненциальную структуру. Обратим внимание 
на то, что каждое из выделенных нами двух сла-
гаемых ψ1 и ψ2 удовлетворяет волновому уравне-
нию и имеет ту же структуру, что и их сумма ψ. 
А значит, и действительная, и мнимая части пред-
ставляют собой каждая сумму двух слагаемых. 
Отметим также, что эти слагаемые, состоящие из 
периодических по координатам структур и членов, 
изображающих бегущую неоднородную волну, 
распадаются на сумму двух функций, каждая из 
которых по отдельности не является решением 
уравнения. Акцентируем внимание на частном 
случае, при котором g2 = 1, k = 1, g1 = g10 = g20 = 0. 
В рассмотренном ранее уравнении Лапласа этому 
соответствует вариант 2 с проведенной заменой 
z = it или x = it. Эквипотенциальные портреты 
представлены в Приложении на рис. П1–П4 соот-
ветственно. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Подводя итоги, следует отметить, что нам уда-
лось найти искомые потенциалы с помощью ком-
плексного анализа. Особенный интерес представ-
ляет выявленная связь между аналитическим ре-
шением уравнения Лапласа (14) и частными реше-
ниями волнового уравнения (15). Дальнейшее ре-
шение поставленной задачи (поиск семейств тра-
екторий в найденных полях) и более глубокий 
анализ полученных результатов, равно как и ис-

следование возможности их применения вне ра-
мок статической корпускулярной оптики, является 
целью последующих работ. 
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Рис. П1. Эквипотенциальные портреты.  
g2 = 1, g1 = g10 = g20 = 0,  z = it при x = 0 

 
 
 

 

 

 
 

Рис. П2. Эквипотенциальные портреты.  
g2 = 1, g1 = g10 = g20 = 0,  z = it при y = 0 
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Рис. П3. Эквипотенциальные портреты.  
g2 = 1, g1 = g10 = g20 = 0,  x = it при y = 0 

 
 
 

 

 

 
 

Рис. П4. Эквипотенциальные портреты.  
g2 = 1, g1 = g10 = g20 = 0,  x = it при z = 0 
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In this article the authors study the three-dimensional Laplace equation. Using innovative techniques such as 

circular variables and additively multiplicative separation of variables, they are able to find new and unusual 
physically solutions. 
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