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В статье в точных математических терминах сформулирована задача оптимального согласования сформиро-
ванного источником пучка заряженных частиц и диспергирующего элемента и сконструирован класс трех-
мерных электрических полей аддитивного типа, реализующих ахроматическую фокусировку ленточных 
пучков в тонком слое возле плоскости симметрии. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Эта статья была опубликована впервые в сбор-
нике научных трудов "Научное приборостроение. 
Приборы и средства автоматизации для научных 
исследований" (Ленинград: Ленинградское отде-
ление изд-ва "Наука", 1987. Отв. ред. М.Л. Алек-
сандров). В ней, в частности, для целей транспор-
тировки рассматриваются электрические поля ти-
па гармонического осциллятора (Ю.К. Голиков 
также использовал поля этого типа для синтеза 
энергоанализаторов и времяпролетных масс-
анализаторов с идеальными характеристиками). 
Следует отметить, что статья не потеряла актуаль-
ности и сегодня, когда проблема ахроматической / 
изохронной транспортировки стала особенно важ-
ной в силу победоносного шествия времяпролет-
ных масс-анализаторов с присущей этим приборам 
проблемой транспортировки на вход анализатора 
максимально короткого импульса заряженных 
частиц с максимальным фазовым объемом.  

При подготовке этой работы к повторной печа-
ти были исправлены отдельные опечатки и неточ-
ности и вставлены сноски, касающиеся деталей 
используемого математического аппарата. Кроме 
того, добавлен более развернутый анализ примера 
(17).  

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

В современном масс- и энергоанализе заряжен-
ных частиц существует важная практическая про-
блема транспортировки заряженных частиц от  
источника до входа в диспергирующий элемент, 
непосредственно связанная с проблемой увеличе-
ния чувствительности. Обычно ее решают при по-

мощи транспортирующих систем, включающих 
одну или несколько известных линз, рассчитан-
ных, как правило, в параксиальном приближении 
и редко — с учетом аберраций [1]. Правильное 
проектирование устройств транспортировки со-
пряжено не только с вычислительными трудно-
стями, но, что гораздо важнее, с принципиальным 
ограничением возможностей традиционных линз, 
основное назначение которых — создание пра-
вильного оптического изображения малых объек-
тов посредством узких пучков заряженных частиц.  

Задачи, которые призваны решать транспорти-
рующие системы в аналитических приборах,  
гораздо шире, разнообразней и противоречивей. 
Необходимость постоянно повышать чувстви-
тельность при сохранении высокой разрешающей 
способности приводит к необходимости форми-
ровать пучки из частиц с большим угловым, ли-
нейным и энергетическим разбросом, что суще-
ственно усложняет поиск эффективных средств 
транспортировки пучков. 

Основную задачу для таких устройств удобно 
сформулировать как задачу оптимального согла-
сования сформированного источником пучка за-
ряженных частиц и диспергирующего элемента.  
В точных математических терминах она выглядит 
следующим образом. Пусть имеется какой-либо 
объемный источник заряженных частиц. Помес-
тим возле него поверхность J  с криволинейными 
координатами ,   на ней и вычислим в каждой ее 
точке плотность потока частиц N  в направлении  
с углами ,   при энергии E  для заряда q  и мас-
сы m  с учетом возможной зависимости от време-
ни t :  , , , , , , ,N N E q m t    . Эту поверхность 
можно рассматривать как эквивалентный поверх-
ностный эмиттер.  
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Предположим далее, что на некотором рас-
стоянии от J  выбрана поверхность K , рассмат-
риваемая как вход в следующий за ней дисперги-
рующийэлемент, т. е. в собственно анализатор. 
Пусть на K  задана функция эмиссии 

 * * * * * * * *, , , , , , ,M E q m t    , наилучшим образом 
отвечающая работе данного анализатора, так что 
последний при этой функции обладает наибольшей 
чувствительностью и разрешающей способностью 
по интересующим нас параметрам — например, по 
массе, энергии или по углам  ,   и т. д. Между J  
и K  следует разместить электромагнитную 
транспортирующую систему, удовлетворяющую  
в идеале следующим условиям: 

 поток заряженных частиц преобразуется так, 
что N  переходит в M , где значок "*" соответст-
вует преобразованным переменным; 

 поля транспортирующей системы не влияют 
на работу источника частиц и диспергирующего 
устройства. 

Совершенно очевидно, что далеко не при всех 
N  и M  возможно преобразование их друг в друга 
посредством электромагнитного воздействия. Есте-
ственным ограничивающим фактором здесь могут 
являться инварианты Лагранжа—Гельмгольца и 
Лиувилля, интеграл энергии и т. д. Современное 
состояние теории не позволяет однозначно сфор-
мулировать минимальный набор необходимых  
и достаточных признаков для функций N  и M , 
по которым можно практически определить, воз-
можна или невозможна заданная трансформация  
в классе максвелловых полей. Имеющийся в лите-
ратуре огромный материал еще ждет систематиза-
ции с этой или иной общей точки зрения. 

В данной работе остановимся на простейшем 
типе систем транспортировки, а именно, на поиске 
удобных электростатических полей, реализующих 
ахроматическую фокусировку ленточных пучков, 
концентрирующихся в тонком слое возле плоско-
сти симметрии трехмерных лапласовых полей 
специального вида.  

В качестве достаточно простого и в то же время 
интересного как для теории, так и для практиче-
ского применения класса систем возьмем полевые 
структуры в виде ортогональной суперпозиции 
двумерных лапласовых потенциалов1) с общей 

                                                 
1) Вещественная (мнимая) часть функции комплексного 
переменного удовлетворяет двумерному уравнению 
Лапласа и, следовательно, представляет из себя потен-
циал двумерного электростатического поля. Справед-
ливо и обратное утверждение: любая функция, удовле-
творяющая двумерному уравнению Лапласа, является 
вещественной (мнимой) частью некоторой подходящей 
функции комплексного переменного [2]. 

плоскостью симметрии xy  

   Re i if x z p y z        .     (1) 

В плоскости симметрии xy  ход потенциала 
 ,x y  описывается выражением 

   f x p y   ,              (2) 

и, следовательно, переменные в уравнении движе-
ния частицы разделяются, что делает выбранный 
класс чрезвычайно удобным для аналитического 
исследования.  

Поставим теперь следующую задачу транспор-
тировки ленточного потока ионов массы m  и за-
ряда q . Пусть из точки 0x x , 0y y  под всевоз-
можными углами   к оси x  вылетают ионы с раз-
личными скоростями 0x , 0y . Требуется собрать 
все эти ионы в некоторой заданной точке kx x , 

ky y  по возможности в широком диапазоне ско-
ростей и углов. Будем искать решение этой задачи 
в классе структур (2) и в первую очередь зададим-
ся вопросом: существуют ли функции f  и p , при 
которых одновременно достигается идеальная фо-
кусировка в точке kx , ky  по углу   и энергии 

2 2
0 0

2
x ym

 
  

 

 
?  

РЕШЕНИЕ 

В работе [3] изучалось осесимметричное ги-
перболическое поле с потенциалом 

2 2
2

0 2
x y z

 
    

 
 как основа эффективного 

энергоанализатора и показано, что в плоскости xy  
имеется идеальная фокусировка по углу, но только 
при нулевой энергетической дисперсии. Это ред-
кое свойство идеальным образом решает задачу 
ахроматической фокусировки. Покажем, что су-
ществует целое семейство полей из класса (1), об-
ладающих тем же свойством, но более соответст-
вующих целям транспортировки. 

Рассмотрим потенциалы общих гиперболиче-
ских полей вида 

 
2 2 2

2 2 2 2

2 2 2
x y za b a b     .          (3) 

Непосредственной подстановкой легко убе-
диться, что при любых a  и b  функция (3) удовле-
творяет уравнению Лапласа. Эквипотенциальные 
поверхности этого поля суть однополостные и 
двухполостные гиперболоиды, при 0   вырож-
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дающиеся в конус, причем в сечении их плоско-
стями, параллельными xy , получаются эллипсы с 
отношением полуосей a b . В плоскости xy  имеем 

2 2 2 2

2
a x b y 

              (4) 

и линейные уравнения движения 
2 2

,qa qbx x y y
m m

     ,      (5) 

интегралы которых с учетом начальных данных 
0x , 0y , 0x , 0y  имеют вид: 

0
0

0
0

cos sin ;

cos sin .

xq m qx x a t a t
m a q m

yq m qy y b t b t
m b q m

   
       

   
   

       
   




    (6) 

В общем случае этим уравнениям соответству-
ют ограниченные колебания, причем для кратных 
отношений a b  частицы описывают фигуры Лис-
сажу, на которых и достигаются условия идеаль-
ной ахроматической фокусировки по углу вылета. 
Действительно, положим в (6) b na , где n  — 
целое число, и вычислим положение частицы  
в момент  t a m q . Имеем:  

 0 0; cos .k kx x y y n    

Видим, что при любом целом n  все частицы про-
ходят через одну и ту же точку kx , ky  независимо 
от энергии и угла вылета. При нечетных n  образ 
источника симметричен относительно центра 

0x y  , при четных n  он симметричен относи-
тельно оси y . Если бы источники заполняли ка-
кую-либо площадку в плоскости xy , то рассмат-
риваемые поля транспортировали их идеально, 
особенно если угловое распределение изотропно. 
Подбирая n , можно строить идеально вытянутые 
по оси x  эллиптические гиперболоиды, удобные 
для практики. Недостатком этих систем является 
расфокусировка пучка в направлении оси z , с чем, 
однако, обычно справляются сами диспергирую-
щие поля. 

Других систем с идеальной фокусировкой по 
углу и энергии среди структур (2) непосредствен-
но обнаружить не удается, однако для практики та-
кое предельное сочетание свойств требуется очень 
редко. Вполне достаточно, если система обеспечива-
ет хорошую фокусировку по углу возле выделенного 
направления, а фокусировка по энергии достигается 
в небольших пределах изменения E . Такая ситуа-

ция возможна, например, в случае источника  
с диаграммой направленности в виде узкого лепе-
стка.  

Выделим из класса (2) многообразие структур 
вида  

 
2 2

2
a x p y   ,         (7) 

где  p y  — произвольная однозначная аналити-
ческая функция. Движение по оси x  совпадает  
с (6), а движение по оси y  интегрируется в квад-
ратурах2) в виде зависимости  t t y , подставив 
которую в  x t  из (6), получим геометризирован-
ное уравнение траектории в виде  x x y , или же 

   0 cos cos sinx x T y k T y   ; (8) 

 
   0 0

d2
y

y

yT y a q
A qp y qp y


  ; (9) 

21 2 ; sin , 0k A
a q

     .         (10) 

Интеграл (9) вычисляется по данной формуле 
только до точки поворота по оси y , где радикал 
обращается в ноль (в случае наличия такой точки). 
После точки поворота знак радикала следует по-
менять на "минус" и т. д. 

Фиксируем в (8) и вычислим x , x , Ex , ха-
рактеризующие смещения частицы вдоль прямой 

consty   в зависимости от   и E . Имеем:  

 0 sin cos cos sin sin ;

x

x T k T T k T


   



     (11) 

                                                 
2) Начальные условия 0x , 0y  выражаются через началь-
ную кинетическую энергию  2 2

0 0 2m x y     и на-

чальный угол вылета   как 0 cos 2x m  , 

0 sin 2y m  . Кроме того, в силу независимости 
движения по оси x  от движения по оси y  энергии 
движения по осям x  и y  сохраняются независимо: 

   2 2 2 2 2 2
0 02 2 2 2mx qa x mx qa x    , 

   2 2
0 02 2my qp y my qp y    .  

Отсюда следует, что 
       2

0 0d d 2 2y t m my qp y qp y    ,  

т. е.       2
0 0d 2 2 dy m my qp y qp y t    ,  

где знак выбирается в соответствии со знаком прира-
щения dy  (направлением движения по оси y ). 
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 
 

0

2
0

sin cos cos

cos cos sin

2 sin cos cos sin ;

x x T k T T

x T k T T

k T T k T

 





 

 

   

   

   

          (12) 

 0
cos sinsin cos cos

2
k Tx x T k T T 


 


    .  (13) 

Если функция p  не имеет особенностей, то 
всегда найдется момент, в который функция T  
примет значение T  , т. к. интеграл (9) с точно-
стью до множителя описывает время движения, 
изменяющееся от 0  до  . При этом условии из 
(8) очевидно 

0T
x x


             (14) 

и далее из (11)–(13): 

2
0

cos ;

cos 2 sin ;

cos .

T

T

T

x k T

x k T x T k T

x k T

 

   

 

 

   

 







  

     

  

  (15) 

Кроме того, из (9) имеем при consty   

2 sin cosA AT T A T       .   (16) 

Из полученных формул легко теперь увидеть,3) 
что при вертикальном старте пучка при 2    
и условии T   все величины T , x , x , x  об-
ращаются в нуль и, следовательно, достигается 
                                                 
3) Можно поставить задачу по-другому: когда выпол-
няются условия 0x  , 0x  , 0x  ? Если потребо-
вать, чтобы 0x  , 0x  , то имеются лишь два вари-
анта: cos 0  , sin 0T   и  sin 0  , sin 0T  . При 
cos 0  , sin 0T   всегда имеем 0x  . При sin 0  , 
sin 0T   величина 3 22 Ax k T    (т. е. для обнуления 
x  требуется 0AT  ), зато всегда обращаются в нуль 
величины x x , x , x , T , T , T , T , T , T . В 
обоих случаях 0T   (транспортировка изохронна по 
углу в первом порядке), но чтобы в первом случае 
транспортировка была еще и изохронна по энергии в 
первом порядке опять-таки потребуется выполнение 
условия 0AT  . При этом условие 0AT   оказывается 
куда как более мощным, чем это кажется с первого 
взгляда: а) когда cos 0  , sin 0T  , 0AT  , то единст-
венными ненулевыми аберрациями не выше третьего 
порядка будут AAx k e T   , AAT T  , 2 AAT e T   , 

AAAT T  ; б) когда sin 0  , sin 0T  , 0AT  , то все 
аберрации вплоть до третьего порядка для  ,x    и 
 ,T    обращаются в нуль!  

фокусировка второго порядка по углу и первого 
порядка по энергии  . Расчет величин x , x   
и x  показывает, что в этих условиях в общем 
случае они не уничтожаются, хотя, конечно, суще-
ствуют конкретные варианты с более высоким по-
рядком фокусировки. 

Таким образом, доказана теорема о транспор-
тирующих свойствах полей вида (7), а именно:  
"В полях типа (7) всегда существует бездиспер-
сионная фокусировка второго порядка по углу 
при надлежащем выборе позиции приемника 
относительно источника". 

ПРИМЕР 

В качестве примера рассмотрим осесимметрич-
ное лапласово поле с потенциалом вида 

     2 2
0

1ln
2

b r L r L z L      
 

, (17) 

где r , z  — цилиндрические координаты, L  — 
пространственный масштаб, 0  — масштаб элек-
трических напряжений и энергий. В работах [4], 
[5] уже изучались энергоанализирующие свойства 
этого поля, но, конечно, не с точки зрения ахрома-
тической транспортировки. С точностью до обо-
значений функция (17) является частным случаем 
структуры (7), и к ней применим найденный выше 
принцип. Следовательно, при отсутствии азиму-
тальных возмущений и при вертикальном старте 
пучка заряженных частиц данное поле реализует 
для кольцевого источника и кольцевого приемни-
ка бездисперсионную фокусировку второго по-
рядка по меридиональному углу (углу, лежащему 
в плоскости  rz ).  

Возможен случай, когда и источник, и прием-
ник расположены в плоскости 0z  , но также 
возможна фокусировка кольцевого источника, 
расположенного в позиции 0 0z z  , на симмет-
рично расположенное кольцо 0z z  . Чтобы оп-
ределить радиусы кольца-объекта и кольца-
изображения, надо найти положения, для которых 
интеграл (9) принимает значение, равное  :  

 
   2

d,
1ln
2

B

A

r

A B r

rT r r
b r r









   

  
 . 

Здесь выполнен переход к нормированным коор-
динатам r r L   и введен параметр 

     2
0

1ln
2A Aq b r r        — нормированная 

полная радиальная энергия частиц.  
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Следует отдельно рассматривать случаи, когда 
имеется точка поворота, а также учесть, что в со-
ответствии с данной теорией функция  p y   
на всем интервале движения должна быть либо 
монотонно растущей, либо монотонно убываю-
щей. Чтобы не загромождать пример сверх необ-
ходимого, ограничимся случаем 0b  . С помощью 
дополнительной нормировки r̂ r b  , 

     ˆ 1 2 lnb b      можно избавиться от па-
раметра b  в интеграле. На рисунке показаны гра-

фики интегралов   2

1
ˆ ˆd ln 2

s
T s s s s    при 

различных значениях параметра ̂ . Выбирая 
вдоль подходящей кривой значения As  и Bs  так, 
чтобы было выполнено условие    ˆ ˆ

B AT s T s   , 
и затем, пересчитывая значения As  и Bs  в физиче-
ские координаты, а ̂  — в начальную кинетиче-
скую энергию, получим сопряженную пару колец 
"источник—приемник" для поля (17). По такой же 
схеме строятся конфигурации с многократными 
промежуточными фокусами, соответствующие 
условию T k . 

ТРАНСПОРТИРУЮЩИЕ СВОЙСТВА  
ДВУМЕРНЫХ ПОЛЕЙ С ПЛОСКОСТЬЮ  

СИММЕТРИИ 

В заключение разберем транспортирующие 
свойства двумерных полей с плоскостью симмет-
рии (случай 0a   для формулы (7)). Пусть 

 p y   есть ход потенциала в плоскости сим-
метрии 0z  , причем  p y  — монотонно расту-
щая функция и  0 0p  . Из точки 0x y   выле-
тает пучок ионов с углами   и энергией  .  
Частицы описывают дугу и возвращаются на ось x  
в точке x X . 

С помощью интеграла энергии 
 2 22 const sinmy qp y      находим время 

полета до точки поворота и обратно 

 

max

0

d2
y

n
yt m q

B p y


 ,         (18) 

где 2sinB q  , а maxy  — координата вершины, 
определяемая из уравнения   2

max sinp y q  .  
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За это время частица сместится вдоль оси x  на 
величину 0 nX x t  , равную 

 

max

0

d2 cos
y yX q

B p y
 

 .       (19)  

Будем искать нужные функции  p y  в виде 
неявной зависимости 

 y F p ,       (20) 

где F  — монотонно растущие функции и 
 0 0F  . Равенство (19) примет вид 

0

d
2 cos

B
pF p

X q
B p

 
 .  (21) 

Фиксируем какое-либо направление 0 , тогда 
величина  X X B , причем B  может меняться 
только за счет  . Из (21) имеем уравнение вида 

  20

0

0

dtg sin
2

d
.

B
p

B
p

F p
X B q

B p
F p

B
B p


  








       (22) 

При любых 0pF   правая часть (22) есть моно-
тонно растущая функция, и, следовательно, коор-
дината X  прилета частиц  на ось x  для ионов, 
выстреливаемых под углом 0  к оси x , растет  
с ростом  . Надеяться на фокусировку пучка по 
энергии уже нельзя. Тем не менее из (22) следует, 
что, задав подходящую монотонную функцию 

 X B , всегда можно найти в явной форме функ-
цию pF  и далее  F p , т. к. относительно pF  она 
есть хорошо известное уравнение Абеля [5]. Ис-
пользуя стандартный метод решения для него и 
интегрируя результат по p , получим следующую 
формулу восстановления потенциала по дисперси-
онному свойству поля: 

   
 

0

0

dtg
2

p X B B
y F p

B p B



 
 .              (23) 

ПРИМЕР ПРИМЕНЕНИЯ ПОЛУЧЕННОГО  
РЕШЕНИЯ.  ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В качестве примера найдем вариант малодис-
персионного поля, пригодного для задачи ахрома-
тической транспортировки. Возьмем  X B   

 0 0 0ctgX B B u  . С ростом B  эта функция 

весьма быстро приближается к постоянной 
0 0ctgX X   . Подстановка в (23) дает  

 
  

0

0 0

00

0

0 0

d
2

2arctg
2

arctg .
2

p

B p

B

X By F p
B u p B

B uX
p B

X u
p












  
 

  
       

 
   

 



     (24) 

После разрешения (24) относительно  p y : 

  2
0

0

tg yp y u
X
 

  
 

.   (25) 

На прямой 0 2y X  функция  p y  обращает-
ся в ∞ и мы имеем особую линию с бесконечной 
напряженностью. Можно предположить, что ма-
лодисперсионные поля заведомо обязаны нарас-
тать по координате y  в отличие от высокодиспер-
сионных полей, быстро спадающих с ростом y . 

Наш анализ совершенно не затронул вопросы 
фокусировки в поперечном к плоскости симмет-
рии направлении,4) и дело требует дальнейшей 
разработки, однако уже изученный небольшой ма-
териал ясно показывает, сколь перспективен класс 
полей с разделяющимися движениями в качестве 
транспортирующих устройств для аналитических 
приборов. 
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beams. 
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