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ТРЕХМЕРНЫХ  ЗАДАЧ  ЭЛЕКТРОННОЙ  ОПТИКИ 

 
В работе описана техника аналитических вычислений для расчета трехмерных полей системы электродов 
сложных форм и поля объемного заряда пучков частиц. Дан анализ сингулярностей интегральных представ-
лений потенциала и напряженности поля и приведено решение практической задачи расчета пушки мощно-
го клистрона с плоским пучком. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Метод граничных элементов (МГЭ) является 
одним из наиболее мощных и гибких методов ре-
шения смешанных краевых задач математической 
физики для областей сложной формы [1–2]. В 
данной работе нас будут интересовать лишь зада-
чи эллиптического типа (Лапласа и Пуассона), к 
которым сводятся расчеты электрических и маг-
нитных полей, которые входят в правые части 
уравнений движения заряженных частиц. В таком 
случае интегральное представление потенциала φ 
электрического поля дается формулой 

1 2

1 1 1 2 2 2

3 3

1 1 2 2 3

( ) ( ) ( , )d ( ) ( , )d

( , ) ( )d ,

, , .

S S

V

r r G r r S r G r r S

G r r r V

r S r S r V

  




  





  

 



n

 

Здесь первый член описывает потенциал поверх-
ностных зарядов σ на поверхности S1, второй — 
поверхностных диполей ν на поверхности S2,  
а трeтий — поле заряда плотностью ρ пучка час-
тиц в объеме V; G — функция Грина точечного 
источника поля, а n — вектор нормали к поверх-
ности в точке источника. Структура интегрального 
представления для магнитного скалярного и век-
торного потенциалов магнитного поля аналогичны 
представленной выше, поэтому для иллюстрации 
развитой нами техники мы рассмотрим лишь элек-
тростатический случай и опустим дипольный 
член. Вид функции Грина для точечного заряда 
зависит от системы координат. В декартовых ко-
ординатах в трехмерном случае эта функция имеет 
вид 0( , ) 1/(2 ),G r r R  где R — расстояние между 

точкой наблюдения r и точкой источника r , ε0 — 
диэлектическая проницаемость вакуума. 

Вычисление производных потенциала любого 
порядка осуществляется аналитическим диффе-
ренцированием функции Грина, что является не-
сомненным достоинством метода интегральных 
представлений. Удовлетворяя заданным краевым 
условиям F(S) на поверхности границы 

1 2 ,S S S  получим интегральные уравнения 
Фредгольма ĜX F относительно плотности ис-
точников поля .X   При численном решении  
требуется аккуратное выделение особенностей 
ядра G при r r и степеннóй особенности в ок-
рестности нерегулярных точек границы. Техника 
выделения этих особенностей достаточно хорошо 
развита [3]. Один из возможных алгоритмов реше-
ния уравнения Фредгольма — метод интерполя-
ций и коллокаций состоит в следующем. Предста-
вим границу области параметрическими уравне-
ниями 
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а для плотности источников предложим билиней-
ную интерполяцию вида 
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где ij = (i,j),  [i–1,i], [j–1,j], h  = i – i–1,  
h = j – j–1. После дискретизации получим сис-
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тему линейных уравнений с матричными элемен-
тами  
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Здесь ψm — моменты билинейной формы в ап-
проксимации источника поля. Использование 
квадратурной формулы 
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порядка N с весами Wi, Wj и узлами τi, j позволит 
нам после решения системы линейных уравнений 
получить численные значения плотности поверхно-
стных источников поля в узлах коллокаций, необ-
ходимые для вычисления потенциала и его произ-
водных в произвольной точке расчетной области. 

Сложность вычислительных процедур при ре-
шении задач электронной оптики заключается в 
том, что система линейных уравнений GX=F ре-
шается один раз, в то время как вычисление харак-
теристик поля требуется в каждой точке интегри-
рования уравнений движения заряженных частиц. 
При этом объем вычислений значительно возрас-
тает при выделении особенностей ядра G, а это 
имеет место не только в окрестности границы S, 
но и объеме V, занятом зарядами плотности ρ. Си-
туация значительно упрощается, если использо-
вать аналитику при интегрировании по поверхно-
стным и объемным элементам 

ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛОВ  
ПО ПОВЕРХНОСТНЫМ ЭЛЕМЕНТАМ 

В работах Е. Окона и Р. Харрингтона [4–6] раз-
вита аналитическая техника вычисления интегра-
лов типа потенциала простого слоя для кусочно-
постоянного, линейного и квадратичного распре-
делений плотности источника на поверхности тре-
угольника. В случае линейного распределения 

1 2s s     формула для потенциала имеет вид 
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где ,  — локальные координаты треугольника  
с вершинами 1 2 3, ,r r r . Интеграл V1 вычисляется по 
формуле 1 2 [ (1) (0)]/ .V J J     Здесь 
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Аналогичные выражения можно написать для 
интеграла V2. Выведенные авторами формулы 
вполне регулярны. К сожалению, в этих работах 
отсутствуют выражения для градиентов потенциа-
ла. Напряженность электрического поля  E  
будем вычислять прямым дифференцированием 
формулы для потенциала. Эта формула содержит 
особенности в окрестностях вершин и ребер тре-
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угольника. Часть особенностей является искусст-
венной, поскольку на ребрах, которыми соседние 
треугольники прилегают друг к другу гладким об-
разом, особенности взаимно уничтожаются. Осо-
бенность другого типа возникает при дифферен-
цировании выражения для Q, которое можно 
представить в виде 
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Существуют два случая, когда выражения для 
Q  приводят к неопределенности вида 0/0. Пер-

вый случай соответствует 0a  , т. е. 3r r . Раз-
лагая по малому параметру, имеем 
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Во втором случае 0c d   отвечает ситуа-
ции, когда вектор 3 r r  коллинеарен вектору 
нормали в углу 3r . В этом случае получим форму-
лу 
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Разумеется, в тех случаях, когда отдельные 
фрагменты границы S не являются плоскими по-
верхностями, представление их набором плоских 
треугольников вносит погрешность аппроксима-
ции границы. Заметим, однако, что и погрешность 
аппроксимации поверхностных источников также 
определяется размерами ячеек криволинейной 
сетки на поверхности, поэтому при измельчении 
сетки оба типа погрешностей аппроксимации 
стремятся к нулю по квадратичному закону [7]. 

ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛОВ ПО ОБЪЕМНЫМ 
ЭЛЕМЕНТАМ 

Рассмотрим параллелепипедальную неравно-
мерную сетку в декартовой системе координат 

{ } { } { }i j kx y z   и предложим трилинейную ап-
проксимацию для плотности объемного заряда 
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Тогда при вычислении потенциала объемного за-
ряда 
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нам понадобится вычислить 4 интеграла от мо-
ментов плотности заряда: 
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где 2 2 2 2( ) ( ) ( ) .R x x y y z z         Остальные 
интегралы, необходимые для вычисления потен-
циала, получаются циклической заменой коорди-
нат x, y, z. 

После замены переменных ,x x x   
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числяются аналитически 
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Подобная техника для вычисления интегралов 
по ячейкам двумерной прямоугольной сетки в де-
картовой и цилиндрической системах координат 
при билинейной аппроксимации объемного заряда 
была разработана В. Ивановым [8] в 1989 г. Трех-
мерный случай для кусочно-постоянной аппрок-
симации рассмотрен в работе Дж. Куанга и др. [9]. 
Там используется только интеграл J4, который вы-
писан с ошибкой, к тому же в комплексной форме, 
хотя статический потенциал является веществен-
ной функцией. 

Для получения компонент электрического поля 
следует дифференцировать вышеприведенное 
представление потенциала. При этом понадобится 
вычисление новых интегралов. Например, для 
компоненты Ez нам понадобятся следующие инте-
гралы: 

1
1

d d tg ln ln ,z
x y xyJ z y x r x y r
r zr

        

2 2
2

d d 1 ( ) ln ,
2z

x x yJ yr x z y r
r

        

3/2

3 1 4
d d d d, ,

3z z z
z x y xy x y rJ zJ J

r r
      

3/2
5 2 6

d d d d, .
3z z z

xz x y xyz x y zJ zJ J r
r r

      

Остальные компоненты напряженности поля вы-
числяются циклической заменой переменных x, y, 
z. Обратим особое внимание на проблему сингу-
лярностей. Заряженный кубик имеет особенности 
в окрестностях вершин и ребер. На рис. 1 показа-
но, что при кусочно-линейной аппроксимации 
объемного заряда в точке "b",  лежащей на общих 
гранях соседних двух кубиков, эти особенности 
имеют искусственный характер, поскольку они 
взаимно компенсируются вкладами соседних яче-
ек сетки, в то время как в окрестности точки "а" —
это реальные особенности. На самом деле плот-
ность заряда на границе пучка плавно падает до 
нуля, поэтому при линейной аппроксимации осо-
бенности градиента потенциала обнуляются ум-
ножением на нулевое значение плотности заряда, 
соответствующего граничным узлам сетки. Зато 
при кусочно-постоянной аппроксимации все эти 
особенности проявляются не только в окрестности 
граничных ребер и вершин сетки, но и на внут-
ренних границах ячеек сетки, поскольку плотность 
заряда на этих границах меняется скачком и ком-
пенсации особенностей не происходит. По этой 
причине кусочно-постоянная аппроксимация заря-
да в принципе неприемлема для задач электронной 
оптики, поскольку она дает высокую погрешность 
расчета компонент поля. Детальный анализ по-
грешностей для кусочно-постоянной и линейной 
аппроксимаций дан в работе [10]. 

 
 

 
 

Рис. 1. Ячейки сетки (слева) и алгоритмы аппроксимации объемного заряда (справа):  
кусочно-постоянный, кусочно-линейный и квадратичный 
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В общем случае для пучков высокой компрес-
сии аппроксимация объемного заряда в ячейках 
прямоугольной формы может давать значитель-
ную погрешность. Развитую нами методику легко 
обобщить на случай криволинейной сетки, согла-
сованной с границей пучка, что обеспечит гораздо 
более высокую точность расчета, если нам удастся 
построить непрерывное взаимно-однозначное ото-
бражение T криволинейных координат (u, v, w) в 
декартовы (x, y, z). В этом случае интегрирование 
по криволинейным ячейкам сведется к рассмот-
ренному выше случаю параллелепидальных ячеек 
с заменой ( , , )d d du v w u v w  на ( , , ) d d d ,x y z J x y z  
где J — якобиан преобразования координат Т.  
В большинстве практически важных случаев по-
строение такого преобразования не составляет 
особой сложности. Для этого с поверхности эмит-
тера выпускается ряд траекторий, образующих 
контур пучка. Если интегрировать их с постоян-
ным шагом по времени, то сами траектории обра-
зуют множество линий сетки в продольном на-
правлении, а совокупность их координат для фик-
сированного момента времени дают возможность 
построения двух множеств линий сетки в попе-
речных направлениях. Таким образом можно по-
строить кусочно-линейное представление криво-
линейной сетки или более гладкие представления, 
если использовать сплайны нужного порядка. 

ПРИМЕР РЕШЕНИЯ ПРАКТИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ 

В качестве практической задачи рассмотрим 
расчет пушки перспективного 80-мегаваттного 
клистрона с плоским пучком [11]. Параметры 
пушки: ток 250 А, ускоряющее напряжение 415 кВ, 
рабочая частота клистрона 91 ГГц. В традицион-
ных клистронах с цилиндрическим пучком влия-
ние объемного заряда создает серьезные препятст-
вия для построения приборов с мощностью свыше 
75 мегаватт, поэтому более мощные клистроны 
могут быть построены на новых принципах: мно-
гоструйные или с плоским пучком. В многоструй-
ных клистронах при сведении отдельных пучков  
в единый жгут трудно получить пучок с малым 
поперечным фазовым объемом, поэтому получе-
ние ламинарных пучков имеет перспективы в схе-
ме с плоским пучком. Геометрия пушки такого 
клистрона показана на рис. 2. Значительный ток 
пучка и высокая степень релятивизма приводят к 
задаче самосогласованного поля, в которой требу-
ется учитывать кулоновское поле объемного заря-
да и собственное магнитное поле пучка. Полная 
система уравнений в этом случае включает урав-
нения поля (уравнение Пуассона), релятивистское 
уравнение движения частиц и уравнение непре-
рывности токов и зарядов: 

 
 

                      2     1          3 

Рис. 2. Геометрия пушки 
клистрона.  
1 — катод; 2 — фокуси-
рующий электрод; 3 —
анод 
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Рис. 3. Результаты траекторного анализа пушки клистрона с плоским пучком 
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где е — заряд частицы, m — ее масса покоя, v — 
скорость, р — импульс,  — гамма-фактор, Е — 
напряженность электрического поля, В — индук-
ция магнитного поля, с — скорость света в ваку-
уме. 

Эти уравнения должны быть дополнены крае-
выми условиями для поля, начальными условиями 
для координат, скоростей  частиц и плотности то-
ка эмиссии. Собственное магнитное поле пучка 
вычисляется интегрированием плотности тока 
почка j v  по занимаемому им объему V 

 
0 3

( )
( ) 4 d , .

V

r
r V r V

R


 
 

j r
B  

Здесь μ0 — магнитная проницаемость вакуума. 
Поскольку полученная система уравнений нели-
нейна, она решается итерационным методом с ре-
лаксацией зарядов 1 (1 )n n n

n n         и  токов 
эмиссии 1 (1 ) .n n n

n nj j j      Здесь верхний ин-
декс соответствует номеру итерации, а величины  
со значком   отвечают зарядам и токам, вычис-
ляемым на текущей итерации n с помощью специ-
альных процедур  метода "трубок тока" для плот-
ности заряда в ячейках сетки, закону Ленгмюра для 
термоэмиссии или Фаулера—Нордгейма для авто-
эмиссии. Правильный подбор коэффициентов  
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Рис. 4. Конструкция пушки, изготовлен-
ной компанией Calabasas Creek Inc. 

 
 

 
 

Рис. 5. Прототип клистрона, разработан-
ного отделом клистронов Стенфордского 
центра линейных ускорителей (SLAC) 
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релаксации 0 < ωn < 1 позволяет значительно со-
кратить необходимое число итераций до сходимо-
сти процесса [11]. 

Результаты расчета представлены на рис. 3. 
Здесь поверхности электродов аппроксимированы 
набором треугольников, измельчающихся в облас-
тях с малыми радиусами кривизны. Для пучка  
с током 250 А потребовалось 10 итераций, чтобы 
получить сходимость по току с точностью 0.5 %. 
На рис. 4 представлена пушка клистрона, а на 
рис. 5 дан общий вид клистрона с плоским пуч-
ком,  впервые изготовленного и протестированно-
го в SLAC [12]. 
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The analytical technique for three dimensional electrostatic fields of complex-shape electrode system and 

space charge of electron beams is presented in the paper. The singularity analysis of integral representations for 
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