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ОБОБЩЕННЫЕ  АДАПТИВНЫЕ  НЕЙРОННЫЕ  ФИЛЬТРЫ   
И  ФИЛЬТРЫ  НА  ОСНОВЕ  НЕЙРОННОЙ  СЕТИ 

 
Рассмотрены структура и свойства группы нелинейных адаптивных фильтров (НАФ), построенных на ней-
ронах и на основе нейронных сетей. Приведены  показатели точности:  верхняя граница и абсолютное зна-
чение средней ошибки фильтров. Такие НАФ являются расширением класса стековых  фильтров, превосхо-
дят их по уровню подавления шума и могут использоваться для улучшения качества сигналов и изображе-
ний.  
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ВВЕДЕНИЕ 

Линейные фильтры (ЛФ) являются наиболее 
полезным средством для подавления шума, иска-
жающего информативный сигнал. ЛФ оптималь-
ной структуры минимизирует среднюю квадра-
тичную ошибку (СКО) и оказывается лучшим при 
условии, что шум аддитивный, белый и гауссов 
[1]. Однако в приложениях такие условия выпол-
няются редко, сигнал бывает нестационарным, а 
его характеристики часто неизвестны. Поэтому 
введен класс нелинейных фильтров (НФ), к кото-
рому относятся медианный и стековый НФ [2, 3]. 
Стековый НФ легко реализуется в приборном  (а 
позднее и в микропроцессорном) исполнении. Для 
конфигурации стекового НФ предложены адап-
тивные методы [4].  Несколько позже начато изу-
чение методов создания структуры стековых НФ 
на основе использования нейронов, а затем изучен 
метод создания адаптивного нелинейного фильтра 
с использованием нейронов и адаптивных фильт-
ров на основе использования нейронных сетей 
(НС) [5, 6]. Вопросы оптимизации НФ на основе 
использования нейронов и НС отражены в  [7] и 
[8]. Ниже будут проанализированы элементы тео-
ретической основы обобщенных адаптивных ней-
ронных фильтров (ОАНФ) и их связь с методом 
построения структуры стекового фильтра, вклю-
чающего элементы  НС.1)  
                                                
1) Первоначальная схема для описания свойств НФ, со-
держащаяся в [5], ограничена примитивом НС: это 
структура из отдельного нейрона, который состоит  из 
линейной дискриминантной функции и следующего за 
ней жесткого или мягкого ограничителя [9]. Эта струк-
тура интерпретирована соответственно как жесткий или 
мягкий нейронный фильтр. Большая часть анализа и 
получение свойств, описанных в нашей статье, выведе-
ны для обобщенного адаптивного фильтра, не предпо-

ОАНФ составляют достаточно большую груп-
пу ("класс") НФ, которая включает все стековые 
фильтры. Оптимальный НФ типа ОАНФ имеет 
точную верхнюю границу средней абсолютной 
ошибки (САО), и по критерию САО такая НС 
функционирует лучше, чем стековые фильтры.  

СТЕКОВЫЕ ФИЛЬТРЫ 

Медианный и другие, использующие в качестве 
аргумента ранговый порядок данных, операторы, 
обладают двумя важными свойствами: свойством 
разложения по порогам и стековое свойство.2) 
Первое — это свойство суперпозиции содержимо-
го интервалов, ограниченных порогами,  которое 
ведет к новой архитектуре для фильтра. Второе — 
свойство упорядочивания, которое позволяет эф-
фективно выполнять фильтр в форме микросхемы 
с высокой интеграцией.    

Любой фильтр, который обладает как свойст-
вом  порогового разложения, так и стековым свой-
ством, можно условно называть  стековым фильт-
ром (СФ). Можно считать, что СФ представляет 
                                                                               
лагающего какой-либо специальной архитектуры ней-
ронной сети. В связи с этим далее использован термин 
обобщенного адаптивного нейронного фильтра 
(ОАНФ). 
2) Стековым фильтром (СФ) (в узком смысле термина; 
см. текст ниже) для краткости называют фильтр со сте-
ковой организацией входных данных. При этом выход 
СФ (на каждом временнóм шаге) получается как ре-
зультат обработки некоторого небольшого массива из 
потока поступающих на СФ данных. Длина этого не-
большого массива определяется длиной L стека. Стек  
обновляется по принципу "первым пришел — первым 
вышел", т. е. при поступлении нового элемента данных 
из стека удаляется элемент, который поступил в стек L 
временнх шагов назад.  
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собой своеобразный "стек" положительных буле-
вых функций, основанных на пороговом разложе-
нии и стековом свойстве [10, 11].  

Свойство разложения по порогам  
и стековое свойство 

Эти свойства являются определяющими для так 
называемого стекового фильтра, поэтому целесо-
образно рассмотреть их подробнее.  

1. Бинарные последовательности длины n 
X = (x1, x2,…, xn) и Y = (y1, y2,…, yn) считаются 
равными (X = Y), если  xi = yi  для всех i;  если из  
xi = 1 следует, что yi = 1, то считается, что X Y ; 
если же X Y и X Y , то X Y   .  

2. Если полагать, что последовательность r(n): 
(r(n1), r(n2),…, r(nМ)) размера М, состоящая из  от-
счетов сигнала, поступает на вход фильтра, то би-
нарно-пороговое разложение (T1(n), T2(n),… 
…,TM–1(n)) последовательности r(n) этих отсчетов 
определяется соотношением  

1, если ( ) ,
T ( )

0 иначе,i

r n i
n


 


                  (1) 

где n стоит для n-го отсчета входной последова-
тельности.  Можно заметить, что эти пороговые 
разложения последовательностей обладают стеко-
вым свойством:  

1 2 -1T ( ) T ( ) ...T ( ).Mn n n                   (2) 

3. Для двух бинарных последовательностей X 
и Y считается, что  фильтр, определенный функ-
цией F(.), имеет стековое свойство, только если 
выполняется условие:  

F(X) (Y) при X Y.F              (3) 

4. На основе 1–3  выход фильтра F(x) со стеко-
вым свойством дополнительно удовлетворяет  со-
отношению:  

-1 -2 1F(T ) F(T ) ... F(T ),M M                 (4) 

где Ti — бинарная последовательность, разложен-
ная на уровне i, которая получена из последова-
тельности r(n), состоящей из М величин. 

5. Все упорядочивающие ранг-фильтры  вы-
полняются за счет их обеспеченности классом бу-
левых функций, известных как положительные 
булевы функции. Положительными булевыми 
функциями (ПБФ) здесь называются булевы 
функции, которые удовлетворяют стековому свой-
ству, выраженному соотношением (3). При этом 
фильтр, в котором бинарный оператор в структуре 
порогового разложения определен  положитель-
ными булевыми функциями, называется стековым 

фильтром.3) Трудность  прямого применения ме-
тода ПБФ связана с выбором оптимального набо-
ра, обладающего нужными свойствами, поэтому 
желательно получить более эффективную схему 
конфигурации стекового фильтра. 

Оптимальная стековая фильтрация 
Метод оптимальной стековой фильтрации ос-

нован на минимизации САО между выходом сте-
кового фильтра и желаемым значением выхода 
при данном распределении шума. Первоначально 
разработанный вариант этого метода [4] имеет 
достаточно много ограничений. В нем предпола-
гается совместная стационарность фильтруемого 
сигнала и желаемого сигнала на выходе фильтра; 
необходимо знание или оценка коэффициентов 
функции стоимости (критерия оптимизации 
фильтра); вычислительная сложность метода экс-
поненциально возрастает при увеличении размера 
стека фильтра. Поэтому разработанная в [4] схема 
оптимизации требует существенного усовершен-
ствования. Чтобы подчеркнуть особенность анали-
зируемого ниже метода, за его основу приняты 
обобщенные адаптивные нейронные фильтры 
(ОАНФ).   

ОБОБЩЕННЫЕ АДАПТИВНЫЕ НЕЙРОННЫЕ 
ФИЛЬТРЫ 

Для преодоления недостатков и ограничений 
метода формирования АФ введена новая структу-
ра нелинейных фильтров, называемая ОАНФ. Со-
вокупность ОАНФ представляет большую группу 
нелинейных цифровых фильтров для подавления 
шумов общего вида.4)  

Полное представление структуры и свойств 
ОАНФ использует ряд элементов формализации, 
которые ниже сгруппированы в три раздела. 

1) На входной последовательности r(n), где 
( ) {0,1,..., 1}r n M  , действует скользящее окно 

шириной b (временнх отсчетов), которое форми-
рует входной вектор rb(n) для ОАНФ. В свою оче-
редь ОАНФ создает на выходе вектор )(ˆ ns  — 
оценку желаемого вектора s(n). Вектор  rb(n) опре-
деляется соотношением  
                                                
3) Это определение стекового фильтра (более общее 
сравнительно с 2)) будет в дальнейшем использоваться в 
статье. Отметим, что число положительных булевых 
функций (ПБФ) при трех переменных 20, а при пяти 
около 7.5 тыс. [12], поэтому выбрать  оптимальные по-
ложительные функции по специальным требованиям 
достаточно трудно. Это является главным препятстви-
ем  создания стекового фильтра методом ПБФ. 
4) Шум общего вида предполагает отсутствие часто де-
лаемых допущений, что шум белый, имеет нулевое 
среднее и  гауссово распределение. 
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1 1
2 2

( ) ,...,b
b bn r n r n               

r ,  

и он может быть представлен пороговым разложе-
нием вида:  

1

1
( ) T [ ( )],M

b m bm
n n


r r                      (5) 

где Tm(.) — пороговая функция такая, что  

1
2

1
2

T [ ( )] T ,...

,T [ ( )],...,T .

m b m

m m

b

b

n r n

r n r n





         
       

r


 
  (6) 

2) Математическим обозначением для ОАНФ 
служит выражение ,F [ ( )]I b nX , и оно определяется 
соотношением 

1 , 
, 1

ˆ( ) F [ ( )] N [X ( )],M I b
I b b i ii

n n n


 s r        (7) 

где индекс  I определяет число соседних уровней  
выше и ниже текущего уровня, и эти уровни пока-
заны для вычисления выхода фильтра: 

, 

T [ ( )]
...
...
...
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i I b
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.                         (8) 

Выход фильтра представляет бинарный массив 
с (2 1)I b   входами, полученный из rb(n). Тип и 
структура оператора  преобразования (8) неопре-
делены. Это может быть отдельный нейрон, ней-
ронная сеть (НС)  с прямым распространением 
сигнала или НС с радиальными базисными функ-
циями [13]. Но различные аналитические резуль-
таты, выведенные для АОФ_НС, не зависят от вы-
бранного оператора, который реализуется нейрон-
ной сетью.  

3) Распространение стекового свойства на мас-
сив, позволяет ввести еще один элемент формали-
зации для последующего представления структу-
ры и свойств ОАНФ. При двух бинарных массивах 
А и В размера mn считается, что А является 
стеком для В, когда  BA  и  ),(),( jibjia   для 
всех i и j, т. е. из ( , ) 1a i j  следует что ( , ) 1b i j  . 

Оператор порогового разложения, применен-
ный к вектору rb(n), обладает стековым свойством:  

T [ ( )] T [ ( )] для .m b l bn n m l r r             (9) 

Таким же образом бинарный пороговый массив 
, X ( )I b

i n  тоже представляет стековое свойство, как 
это показывает соотношение (10): 

,  , ,  
1 2 1X ( ) X ( ) ...,X ( ).I b I b I b

Mn n n               (10) 

Рассмотренные выше элементы формализации 
показывают, что концепция стекового свойства и 
порогового разложения распространены на опера-
ции с массивами. Вместо положительных булевых 
функций, нейронные операторы адаптируются на 
каждом бинарном уровне. Далее будут показаны 
некоторые важные свойства и преимущество тако-
го обобщения. 

Структуры обобщенных адаптивных  
нейронных фильтров 

Пример принципиальной структуры ОАНФ с 
шириной окна 3, использующей три настраивае-
мых уровня,  показан на рис. 1. Для простоты вы-
ход каждого нейронного оператора превращается в 
бинарную форму, проходя ограничитель с "жест-
ким" порогом. 

 

 
 
Рис. 1. Обобщенный адаптивный нейронный фильтр 
с окном ширины 3 
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Из анализа  предыдущего раздела следует, что 
прохождение М-последовательности сигнала через 
ОАНФ эквивалентно следующей процедуре. 

1. Разложение М значений входного сигнала в 
набор М –1 бинарных сигналов. Бинарный сигнал 
на уровне i (где i — целое число из набора {1, 
2,…, М –1}) получается  после порогового ограни-
чения входного сигнала на уровне i, как при сте-
ковой фильтрации. 

2. Присвоение бинарных последовательностей 
для уровней из диапазона от 1 до М –1. Бинарным 
последовательностям, которые выше диапазона 

)( M , присваивается 0, а тем, которые ниже 
диапазона  )1( , присваивается 1. Это показано на 
рис. 1. 

3. Передача каждой бинарной последователь-
ности на вход настраиваемых уровней выше и ни-
же текущего уровня на НС. Выходная величина 
каждого нейронного оператора является либо не-
прерывной (т. е. ]1,0[ˆs ), либо дискретной (т. е. 

}1,0{ˆs )    в зависимости от нейронного опера-
тора. 

4. Сложение выходов нейронного оператора на 
каждом бинарном уровне. В отличие от стековой 
фильтрации на выходе  ОАНФ стековое свойство 
может не сохраниться. 

Значение термина "обобщенный"  
применительно к ОАНФ 

В [14] показано, что САО между выходом сте-
кового фильтра F(.) (на входной процесс 
( ( ) , где {0,1})b

b n  r  и желаемым выходом 
s(n) для окна ширины b может быть выражен  со-
отношением  

 
2 1

1 1

CAO E | ( ) F( ( ) |

f ( ) (1, ) f ( ) (0, ) .
b

b

M

j k j j k j
j k

s j j

w w w w 


 

  

   

r

          (11) 

В выражении (11) jw  —  бинарный образ размер-

ности  b, а  f  и  f~  — положительная булева функ-
ция и ее дополнение соответственно:  

 f( ) f( ) 1.j jw w                        (12)  

Кроме того, (0, ) и (1, )i j i jw w   — это совме-
стные вероятности события, что бинарный образ  
wj наблюдается в пороговом разложении входного 
сигнала (в окне) на уровне i, а величина фактиче-
ского сигнала не менее чем i  соответственно. 

Согласно свойству порогового разложения сте-
кового фильтра, максимальная абсолютная ошиб-
ка (САО) стекового фильтра, определенная соот-

ношением (11), на каждом из бинарных уровней  
может быть представлена суммой САО положи-
тельных булевых функций f(.): 

1

1
CAO CAO ,M

ii




                           (13)   

где  
2

1
CAO f( ) (1, ) f ( ) (0, ) .

b

i j k j j k jj
w w w w 


        (14) 

Поэтому минимизация САО стекового фильтра 
эквивалентна минимизации выхода бинарного 
оператора на каждом уровне, поскольку на каждом 
бинарном уровне САО неотрицательна 
(CAO 0 при )i i  : 

1 1

1 1
min CAO min CAO min CAO .M M

i ii i

 

 
      (15) 

САО стекового фильтра  была введена и фор-
мализована при допущении, что ( , ) ( , ),i k j kx w x w   

0 или 1  при ,  x i j  . Следовательно, оптималь-
ный стековый фильтр может быть получен путем 
минимизации САОi на каждом бинарном уровне 
при условии, что f( ) f( ) 1 дляj k j kw w w w   .  В 
общем (0, ) (0, )i k j kw w   и (1, ) (1, )i k j kw w   
при i j . Поэтому  улучшение фильтра достига-
ется заменой одинаковых положительных булевых 
функций  f(.) на всех уровнях в (14) на различные 
нейронные операторы Ni(.) (на каждом уровне). В 
этом случае САО на каждом уровне выражается 
соотношением   

2

1
CAO N ( ) (1, ) N ( ) (0, ) ,

b

i i j k j i j k jj
w w w w 


    

 
 (16)  

где N ( ) [0,1], a N ( ) 1 N ( ) .i i i  . . .
 Поскольку N ( ) f ( )i j jw w ,  то 

2

1

min CAO

min [N ( ) (1, ) N ( ) (0, )]
b

i

i j i j i j i j
j

w w w w 




   
 

2

1
min [f ( ) (1, ) f ( ) (0, )].

b

i j i j i j i j
j

w w w w 


         (17) 

После того как принимаются нейросетевые 
операторы,  ОАНФ (при оптимизации с I = 0) мо-
жет стать оптимальным стековым фильтром. Но 
для этого требуется выполнение двух условий 
(при которых N ( ) f ( ) , )i i i . . : 

1) (1, ) (1, ) только при ;l i l j i jw w w w    (18) 
2) (1, ) (1, ) для всех .l i m jw w m l            (19) 

Практически, выполнение условий (18) и (19) 
трудно гарантировать. Поэтому лучшее функцио-
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нирование  ОАНФ следует ожидать, если САО на 
каждом бинарном уровне  может быть минимизи-
ровано в соответствии с  соотношением (17)  (без 
применения ограничений условиями (18) и (19)). 
Следует отметить, что стековое свойство (при ис-
пользовании процедуры минимизации САО на 
каждом уровне по (17)) может быть утрачено. Тем 
не менее в следующем разделе будет показано, что 
у ОАНФ есть САО, которая ограничена величиной 
САО стекового фильтра, показанного в (13). 

Подводя итоги, можно отметить, что для М 
значений входного сигнала (в окне "длины" М) 
ОАНФ может быть создан путем использования 
М –1 нейросетевых операторов для  бинарных 
уровней (М –1) значений порогового бинарного 
разложения таким образом, чтобы была миними-
зирована средняя абсолютная ошибка на каждом 
уровне.  

Теперь для более полной интерпретации сде-
ланного выше утверждения целесообразно при-
вести  три  положения. 

1. При условии, что оператор на каждом би-
нарном уровне является линейной функцией дис-
криминации вида 

0 1
N ( ) bi i i i

i j jj
a a x


 X ,                     (20) 

выход ОАНФ определяется соотношением 

   
1 1

0
1 1 1

N ( ) ,
M M b

i i i i
i j j

i i j
a a x

 

  

 
  

 
  X             (21) 

где i
ja    и  i

jx    (для   i = 1, 2,…, М –1  и  j = 1, 2,…, b) 
являются весами и компонентами входного векто-
ра  Xi  с окном шириной b на бинарном уровне i. 
ОАНФ становится суммированием линейных 
функций  всех бинарных уровней. 

2. Если для порогового разделения функции 
дискриминации используется "жесткий" ограни-
читель, то выполняется соотношение 

 0 1
N ( ) U ,bi

i j jj
a a x


   X                  (22) 

где xj равно либо 0, либо 1, а  U[.] —  это функция 
жесткого ограничения.  В этом случае  каждый 
нейронный оператор соответствует определенной 
булевой функции. Если нейронные операторы об-
разуют стековый набор булевых функций (см. да-
лее в (42)), то результирующий ОАНФ является 
обобщенным стековым фильтром [15]. 

3. Если использовано жесткое ограничение и 
все веса 0 для 0,1,...,ja j b   на всех бинарных 
уровнях, то каждый нейронный оператор стано-
вится положительной булевой функцией.  В этом 
случае ОАНФ обладает свойством упорядочива-
ния в форме (23): 

, ,( ) ( ) F [ ( )] F [ ( )].b b I b b I b bn n n n  r r r r              (23) 

Различие между ОАНФ и стековыми фильтра-
ми состоит в отличии ряда их свойств. 

–  Выход ОАНФ не может обладать стековым 
свойством. 

–  Соседние уровни сигнала не могут подавать-
ся на нейронные операторы на каждом уровне. 

–  ОАНФ создается путем определения нейрон-
ных операторов на каждом отдельном уровне, в то 
время как стековый фильтр создается путем опре-
деления булевых функций на каждом уровне. 

Помимо этого различия ОАНФ и стековых 
фильтров оба типа фильтров обладают структурой 
порогового разложения, и они  превращают опера-
тор с М значениями  во входной оператор с М–1  
бинарными значениями.5)  

Конфигурация обобщенных адаптивных  
нейронных фильтров 

Для ОАНФ целесообразно получить оценку 
средней абсолютной ошибки  (САО). При сравне-
нии САО  фильтров типа ОАНФ с аналогичной 
величиной для стековых фильтров оказывается, 
что САО  фильтров типа ОАНФ ограничена свер-
ху значением САО соответствующих стековых 
фильтров.  

Средняя абсолютная ошибка обобщенных 
адаптивных нейронных фильтров 

При обозначении через B[F(.)] критерия опти-
мизации в виде САО и использовании стековых 
свойств фильтра справедливо соотношение  

   
1 1

1 1

B[F(.)] E || ( ) ( ) ||

E ( ) ( ) E | ( ) ( ) | ,
M M

k k k k
k k

n n

s n s n s n s n
 

 

  

   
      

  
 

s s

    (24) 

где ( ) F[ ( )]k ks n n X  — выход положительной бу-
левой функции при входном векторе Xk размерно-
сти b на k-м бинарном уровне, а  sk(n) = Tk[s(n)] — 
желаемая бинарная величина на k-м бинарном 
уровне. 

Критерий САО-оптимизации ОАНФ, для кото-
рого принято обозначение C[FI,b(.)], определяется 
соотношением 

1

,
1

C[F ( )] E[ ( ) ( )] E [ ( ) ( )] ,
M

I b k k
k

n n s n s n




    s s    (25) 

где в этом случае ( )ns — выход ОАНФ. 
Следует отметить, что ОАНФ  не обязательно 

обладает стековым свойством, т. е., вообще гово-
ря, оно не выполняется: 
                                                
5) Именно это облегчает их реализацию в микроэлек-
тронном исполнении. 
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1

,
1

C[F ( )] E[ ( ) ( )] E [ ( ) ( )] ,
M

I b k k
k

n n s n s n




    s s     (26)   

где в этом случае ( )ns — выход нейронного опера-
тора   ,N [ ( )].I b

k k nX  

Верхняя граница средней абсолютной ошибки 
обобщенного нейронного фильтра 

Для получения верхней границы САО ОАНФ 
целесообразно ввести ряд обозначений, которые 
будут ниже использоваться на правах определе-
ний. 

В том случае если критерий САО, обозначен-
ный как ,C[F ( )]I b  , не превышает некоторой кон-
станты B, то B считается верхней границей САО,  
границей  ,C[F ( )]I b  . Дополнительно удобно обо-
значить САО для ОАНФ на уровне i через G[FI,b(.)],  
т. е. принять, что  ,G [F (.) E[ | ( ) ( )|]i I b i is n s n   . 

Использование обозначений позволяет пока-
зать, что сумма САО на каждом уровне ОАНФ 
(т. е. ,G[F (.)]I b ) является верхней границей для 
САО у ОАНФ (выше она обозначена,  как  

,C[F (.)]I b ):  

1

, , ,
1

C[F (.)] G [F (.)] G[F (.)].
M

I b i I b I b
i





          (27)  

Соотношение (27)6) показывает, что величина  
САО для ОАНФ ограничена сверху значением  

,G[F (.)]I b .  
Оптимальным фильтром типа ОАНФ является 

такой, в котором минимизирована величина 
,C[F (.)]I b .  Но  минимизировать  ,C[F (.)]I b  непо-

средственно  в  структуре порогового разложения  
Nk  очень трудно. Вместо минимизации ,C[F (.)]I b  
оказывается возможным минимизировать САО 
нейронного оператора отдельно на каждом бинар-
ном уровне. 

Принимая, что статистики сигнала, шума и 
процедура, связанная с окном, известны, и учиты-
вая, что в области )( }1,0{)12(  bI имеется  
2(2I+1)×b  различных состояний, можно получить 
САО каждого нейронного оператора в виде соот-
ношения 

1

,
1

G[F ( )] E[| s ( ) ( ) |]
M

I b k k
k

n s n




      

                                                
6) Обоснованием неравенства (27) может служить по-
нятная взаимосвязь последовательности выражений: 

1

1

1 1

1 1

,

,

C[F ( )] E [ ( ) ( )]

E | ( ) ( ) | E[ | ( ) ( ) | ] G[F ( )].

M

k

M

I
k k

k k

M

k k k k

I b

b

s n s n

s n s n s n s n





 

 

   

      



 
 

( 2 1)

1

1

[N ( ) (0 | )

N ( ) (1| )],

I b
j

M

k j k j
k

k j k j





 



 
 



 
w

w w

w w                (28) 

где πk(i|wj) — вероятность того, что истинный сиг-
нал равен i при условии, что wj наблюдается с 
входа на уровне k, а  πk(wj) — предельная вероят-
ность иметь входное состояние wj, наблюдаемое 
на уровне k.7) 

Средняя абсолютная ошибка (САО) оптимизи-
рованного ОАНФ (для любых данных сигналов, 
шуме и преобразовании окном) не превосходит 
САО оптимального стекового фильтра (см. При-
ложение, примечание 1). 

Если ОАНФ, ,F [ ( )]I b b nr , оптимизировано путем 
минимизации САО на каждом уровне, а также ес-
ли из ij ww   следует (1, ) (1, )k j k i w w , то 
оператор N (.)k  на каждом уровне должен быть 
положительной булевой функцией для N (.) {0,1}k   
(см. Приложение, примечание 2). Надо отметить, 
что даже ОАНФ на каждом отдельном уровне 
можно реализовать на основе  положительных  
булевых  функций,  но  ОАНФ  в  целом  не  обя-
зательно  обладает стековым свойством. 

Упрощение обобщенного адаптивного  
нейронного фильтра 

Средние абсолютные ошибки (САО) идентич-
ны  на различных пороговых уровнях. Однако ра-
зумно предположить, что статистики на смежных 
бинарных уровнях  сходные, так что дальнейшее 
упрощение  или обобщение структуры ОАНФ 
возможно состоит в понижении вычислительной 
сложности и упрощении структуры для после-
дующего выполнения его на  микропроцессорном 
уровне. 

Для снижения вычислительной сложности 
предполагается, что в небольшом интервале со-

                                                
7) Соотношение (28) следует из определений 
N (.) , N (.) , (. | .) и CAOk k k . Для данного входного об-
раза wj: N ( ) N ( ) 1 приk j k j j  w w . Согласно (16),  
САО на уровне i у ОАНФ определяется соотношением:  

( 2 1),G [F (.)] [N ( ) (0, )

N ( ) (1, )].

I bj
i i j j jI b

i j i j





 
 



w w w

w w
 

Так что справедливо соотношение: 
1

1, ,min G[F (.)]} min{G [F (.)]}{ M
kI b k I b

  . 

В общем случае: (1, ) (1, ) приj jk l k l  w w . Поэтому 
нейронный оператор, использованный для минимиза-
ции САО на каждом бинарном уровне, для различных 
уровней не может быть одним и тем же, т. е. 
N ( ) N ( ) приlk j j k l w w . 
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пряженных уровней вероятности ( , )ji w
 
прибли-

зительно одинаковые, т. е. ( , ) ( , )k k l jji i  w w  
для L ,l   где 0 или 1, а {0,1,..., 1}i L M   . 
При этом L представляет число соседних  уровней 
порога, вероятности  которых  принимаются при-
мерно одинаковыми.   Следовательно, выполняет-
ся приближенное соотношение 

N ( ) N ( ) для Lk j k l i l w w ,   

а нейронные операторы идентичны на уровнях от 
k-го  до (k + l)-го.  Поэтому приближенно равны 
между собой значения САО на уровнях от k-го  до 
(k + l)-го, т. е.  , , L.G (F ) G (F ) дляI b k l I bk l    

Промежуточным итогом этого раздела могут 
служить три положения (или три факта), которые 
непосредственно следуют из проведенного выше 
анализа.  

1. Если L = M – 1, то N1 = N2 = … = NM – 1. В 
этом случае ОАНФ, FI,b(.), можно считать одно-
родным. Если ОАНФ однородный  и нейронный 
оператор — это положительная булева функция, 
то  этот ОАНФ является стековым фильтром.   

2. Если (когда) L = 0, то нейрон на одном 
уровне не может быть одинаковым с нейроном на 
любом другом уровне. В этом случае FI,b(.) счита-
ется неоднородным ОАНФ.   

3. Если L — константа, обозначающая, что для 
смежных уровней принимаются приблизительно 
равные априорные вероятности, и 1< L< M – 1, то-
гда N1 = N2 = … = NL; NL+1 = NL+2 = … = N2L; …; 
NkL+1 = NkL+2= … = NM–1,  где  ( 1) /k M L  — по-
ложительное целое число.8)  В  этом случае нейро-
ны, находящиеся в L соседних пороговых уровнях, 
локально идентичны, и при этом считается, что 
ОАНФ является полуоднородным. 

Структура наиболее простой формы ОАНФ по-
казана на рис. 2.  

РЕАЛИЗАЦИЯ ОАНФ С  ИСКУССТВЕННОЙ  
НЕЙРОННОЙ СЕТЬЮ 

Рассмотрение целесообразно начать со струк-
туры ОАНФ с одним нейроном (включая ее обу-
чение), поскольку нейронный оператор на каждом 
уровне ОАНФ в общем случае может быть выпол-
нен в виде гораздо большей нейронной сети. Для 
простоты на рис. 3 показана структура с нейроном, 
имеющим квадратичную передаточную функцию, 
т. к. математически  она эквивалентна квадратич-
ной решающей (так называемой дискриминант-
ной) функции для критерия, который при класси-
                                                
8) Способ определения числа L расположенных сосед-
них  уровней  у  ОАФ_НС  более  подробно описан  
в [8]. 

фикации образов имеет более высокую способ-
ность разделения [16, 17], чем линейная дискри-
минантная функция.  

Удобно обозначить через X(n) входную матри-
цу, которая подана в нейрон при n-м отсчете окна 
с шириной b для входной последовательности r(n). 
Квадратичная дискриминантная функция критерия 
(g) определяется соотношением 

 
1

2
1

1 1 1 1

g ( )

,
B B B B

jj j jk j k j j B
j j k j j

n

a x a x x a x a



    



      

X

          (29) 

где B — число элементов  в X(n), а ,j jka a   — веса.  
Поскольку {0,1} для 1,2,..., ,jx j B   то вследст-
вие этого 2

j jx x . 
Соотношение (29) может быть записано в дру-

гой форме: 
T

0 1 1 2 2 1 1g[ ( )] f f f ( ),K Kn a a a a n      X A F      (30) 

где АТ — вектор-строка, транспонированная фор-
ма вектора-столбца с элементами 0 1 1, ,..., Ka a a  ; 

T
1 2 1( ) [1,f ,f ,...,f ] ,Kn F  f { , для };i j j mx x x j m   

1;( 1)/2K B B   ai — новые веса. Поэтому для 

 
 

Рис. 2.  Упрощенный ОАНФ 
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Рис. 3.  Использование искусственного нейрона для квадратичной функции критерия 
 
 
 
окна с шириной b и входной матрицей размером 
(2 1)I b    количество весов, требуемых для 
квадратичной дискриминантной функции, состав-
ляет K:   

0.5 [(2 1) ] [(2 1) 1] 1,K I b I b                  (31) 

где I — число соседних уровней, находящихся 
выше или ниже текущего уровня.  

Можно заметить, что f { , }i j j mx x x  для 
1,2,..., 1 и , 1,2,...,i K j m i b    , как это показа-

но на рис. 3.  
Из существующих методов адаптивной под-

стройки весов элементов нейронной сети целесо-
образно остановиться на методе наименьших 
средних квадратов (НСК) и методе обучения пер-
септрона (эти методы основаны на градиентном 
спуске [18, 19]). 

Метод наименьших средних квадратов,   
обучение с учителем 

Для настраиваемых в (30) весов на n-й итера-
ции процесса обучения вводится  обозначение в 
виде вектора-столбца, как 

 T
0 1 1[ ( ), ( ),..., ( ) ]Ka n a n a n .  

Таким образом, T
0 1 1( ) [ ( ), ( ),..., ( )]Kn a n a n a nA . 

Во время  процесса фильтрации вместе с  
обычными разветвленными по входу элементами 
входного сигнала подается дополнительный сиг-
нал s(n), называемый желаемым откликом. Отклик 
желаемого сигнала обеспечивает опорный фрейм 
для подстройки весовых коэффициентов фильтра. 
 

Ошибка оценки eL(n), производимая во время обу-
чения методом НСК (рис. 3), определяется соот-
ношением  

Te ( ) s( ) ( ) ( ),L n n n n  A F                       (32) 

где T ( ) ( )n nA F  —  произведение  вектора A(n) 
(разветвленных по входу весовых коэффициентов) 
и таких же разветвленных  компонент входного 
вектора F(n). 

Согласно градиентному методу (называемому 
методом крутого спуска) [18], обновленные вели-
чины вектора весов на (n + 1)-й итерации могут 
быть определены с использованием рекуррентного 
соотношения   

 T( 1) ( ) ( ) s( ) ( ) ( )
( ) ( )e ( ),L

n n n n n n
n n n




    

 

A A F F A
A F     (33)  

где α — параметр скорости обучения. 

Обучение персептрона, обучение с учителем 
Как видно на рис. 3, ошибка eP(n) образуется 

после прохождения выхода y(n) через функцию 
жесткого ограничения fH. Так что выход y0 опреде-
ляется выражением   T

0 Hy ( ) f ( ( ) ( )n n n F A . 
Подобным образом, при методе градиентного 

спуска правило обучения персептрона выражается 
достаточно простым рекуррентным соотношени-
ем:  

T
р( 1) ( ) e ( ),n n n  A A F             (34)  

где   

 T
р He ( ) s( ) f ( ) ( ) .n n n n  F A          (35)  

s(n) s(n) 
eL(n) eр(n) 

y0 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Рассмотрены основные этапы и их аналитиче-
ская основа, определяющие  создание нового 
класса  нелинейных адаптивных фильтров, в 
структуру которых входят нейронные элементы. 
Проанализированы свойства и особенности разно-
видностей стековых фильтров, модификация ко-
торых предшествовала появлению обобщенных 
адаптивных  нейронных фильтров (ОАНФ).  

Совокупность ОАНФ представляет большую 
группу нелинейных цифровых фильтров для по-
давления шумов общего вида. Рассмотрена струк-
тура ОАНФ и показатель точности его функцио-
нирования — средняя абсолютная ошибка (раз-
ность между желаемым и фактическим выходом 
фильтра). Для этой величины приведена оценка ее 
верхней границы.  

Рассмотрены упрощенная форма ОАНФ, реали-
зация его на основе искусственной нейронной сети 
и методы обучения фильтра.  

ОАНФ более эффективны,  чем многие нели-
нейные фильтры (даже в предположении белого 
гауссова шума). ОАНФ обладают определенной 
мерой робастности, т. е. могут использоваться для 
идентификации и управления динамическими сис-
темами в нестационарных условиях относительно 
вида и уровня шума.  

Изучение основных этапов построения ОАНФ 
и сравнение их с другими видами адаптивных 
фильтров позволяет отметить их основные осо-
бенности и характеристики.  

– Многообразие ОАНФ включает достаточно 
обширный класс нелинейных фильтров со сколь-
зящим окном, к которому относятся стековые 
фильтры. 

– Средняя абсолютная ошибка (САО) опти-
мального ОАНФ не превосходит САО оптималь-
ного стекового фильтра. 

– Алгоритмы получения структуры ОАНФ 
различной сложности эффективны и в значитель-
ной степени независимы от уровня и вида шума. 
При обучении ОАНФ на основе нейронной сети в 
условиях реальных уровней и типов шума функ-
ционирование фильтра практически робастно. 

– При использовании ОАНФ достигается 
лучшее подавление шума, чем у многих традици-
онных фильтров. 

– Конфигурация ОАНФ может быть выбрана 
адаптивно для функционирования в различной 
шумовой среде. Поэтому эти фильтры хорошо 
приспособлены ко многим прикладным задачам 
адаптивной фильтрации. 

Концепция и метод построения нелинейных 
адаптивных фильтров с введением в их структуру 
нейронных элементов  принадлежат Йину, Астоле 
и Нейво (Yin, Astola, Neuvo [5, 6]). Критерии и ме-
тоды оптимизации фильтров прототипов для 

ОАНФ содержат работы Ансари, Цханга (Ansari, 
Zhang [7]) и Ханека, Ансари (Hanek, Ansari [8]). 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

Примечание 1 
Из очевидного неравенства треугольника | |a b   

| | | |a b  и использования  (25), (27) прямым следстви-
ем является цепочка взаимосвязанных соотношений:  

1 1

,
1 1

C[F (.)] E| ( ) ( ) |E [ ( ) ( )
M M

k kI b k k
k k

s n s ns n s n
 

 
       

( 2 1)

1

1

,

[N ( ) (0 | )
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




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w

w w

w w

 

Поскольку для функции Nk(.) нет ограничения, что она 
положительная булева функция или стековый набор 
булевых функций, то 

( 2 1)
min MAO min [N ( ) (0, )

N ( ) (1, )]

I bj
i j i j

i j i j

k 



 
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 

w w w

w w
 

( 2 1)

( 2 1)

min [f ( ) (0, ) f ( ) (1, )]

min [f ( ) (0, ) f ( ) (1, )].
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k j i j
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k j i j

j i j

 
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Здесь f ( )k  соответствует k-й функции стекового набора 
булевых функций обобщенного стекового фильтра, ко-
торый удовлетворяет условию:  1 1f ( ) f ( )k k k k w w , где 
wk  и  wk–1  в  этом  случае —  наблюдаемые  образы  на  
k-м  и  (k–1)-м уровне соответственно. Кроме того, по-
скольку f(.)  является положительной булевой функци-
ей стекового фильтра, то f(wj)  неявно действует только 
на b-й бит  у  [(2I–1)b]-битового образа wj. Таким обра-
зом, 

,min C[ (.)] min G[ (.)] min H[ (.)] min B[ (.)],I kF F F F    
где [ (.)] и B[ (.)]F F — САО обобщенного стека и стеко-
вый фильтр соответственно.  

Примечание 2 
На основании соотношения  (27)  можно заключить, 

что если ,G [F (.)]k I b минимизировано, то из неравенст-
ва (1, ) (1, )k j k i w w следует N ( ) ( )k j k iNw w . При ус-

ловии, что j iw w , N (.)k  является положительной бу-
левой функцией. 
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The structure and properties of nonlinear adaptive filter  group (NAF) are considered. The filters are based 
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