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Ч. 3.  ВРЕМЕННЕ  СИГНАЛЫ,  ХАРАКТЕРИЗУЕМЫЕ  "МЕДЛЕННЫМ" 

И  "БЫСТРЫМ"  ВРЕМЕНАМИ 
 

Данная работа посвящена анализу временнх сигналов, изменения которых характеризуются   "медленны-
ми" и "быстрыми"  временами. Получена универсальная схема параметризации временнх сигналов, спектр 
которых распадается на далеко расположенные и узкие участки с ненулевыми значениями спектральной 
функции. Рассмотрены различные технические приемы реализации подобных сигналов. 
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ВВЕДЕНИЕ 

В предыдущей работе этого цикла [1] была по-
лучена общая формула для медленноменяющегося 
эффективного потенциала высокочастотного элек-
трического поля, характеризуемого "медленным" 
и "быстрым" временами изменения электрическо-
го поля. А именно, пусть высокочастотное элек-
трическое поле может быть представлено в виде 
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где компоненты высокочастотного электрического 
поля  0 , , ,x y z tE ,  ( ) , , ,c

k x y z tE  и  ( ) , , ,s
k x y z tE  

являются "медленными" функциями времени, а 
k  — "быстрыми" и "далеко разнесенными" час-

тотами. Тогда усредненное движение заряженной 
частицы с массой m  и зарядом e  в таком высоко-
частотном электрическом поле описывается урав-
нениями, которые совпадают с уравнениями дви-
жения обычной заряженной частицы, осуществ-
ляющегося в некотором "эффективном" силовом 
поле — а именно в фиктивном электрическом по-
ле с потенциалом    0 , , , , , ,U x y z t U x y z t , где 

 0 , , ,U x y z t  — это "медленный" электрический 
потенциал, соответствующий низкочастотной 
компоненте электрического поля  0 , , ,x y z tE , а 
 , , ,U x y z t  — это "медленный" эффективный по-

тенциал, который выражается через "медленные" 
амплитуды быстрых гармоник электрического по-
ля, как 
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Эта формула является обобщением известной 
классической формулы эффективного потенциала 
для высокочастотных электрических полей, пред-
ставимых в виде суммы высокочастотных гармо-
ник с постоянными (но зависящими от точки про-
странства) амплитудами. Подробности изложены в 
предыдущей работе цикла [1]. 

Целью настоящей работы является анализ вре-
меннх сигналов, которые позволяют создавать 
высокочастотные электрические поля, описывае-
мые параметризацией вида (1). Будет показано, 
что временне сигналы, характеризуемые "мед-
ленным" и "быстрым" временами изменения, 
практически всегда могут быть представлены в 
форме  

        ( ) ( )
0 cos sin ,c s

k k k kf t f t f t t f t t     

где  0f t ,  ( )c
kf t  и  ( )s

kf t  — "медленные" 
функции времени, а k  — "быстрые" и "далеко 
разнесенные" частоты. А именно, любой времен-
ной сигнал, спектр которого распадается на от-
дельные достаточно узкие и достаточно далеко 
разнесенные участки с ненулевыми значениями 

(k) 
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спектральной функции, может быть представлен в 
таком виде. В работе также рассматриваются не-
которые технические приемы, с помощью которых 
могут быть легко созданы временне сигналы, от-
носящиеся к указанному классу. 

1. СВЯЗЬ ВЫСОКОЧАСТОТНЫХ 
ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ПОЛЕЙ  

И ВЫСОКОЧАСТОТНЫХ ВРЕМЕННХ 
СИГНАЛОВ 

Без ограничения общности можно считать, что 
высокочастотные электрические поля, используе-
мые в устройстве, получаются путем применения 
временнóй модуляции к статическим электриче-
ским полям. А именно, если  , ,x y zE  — это элек-
трическое поле в точках пространства с координа-
тами  , ,x y z , образующееся, когда к электроду 
или электродам устройства приложены некоторые 
постоянные напряжения, то в результате измене-
ния указанных напряжений во времени в соответ-
ствии с законом  f t , где  f t  — это заданная 
быстроосциллирующая функция времени t , в объ-
еме устройства образуется высокочастотное элек-
трическое поле    , ,x y z f tE . Соответственно, 
если имеется несколько групп электродов (группа 
может состоять из одного-единственного электро-
да), каждой группе электродов при подаче на них 
постоянного во времени напряжения соответству-
ет свое возникающее в объеме устройства стати-
ческое электрическое поле  , ,k x y zE , и имеется 
подходящий набор высокочастотных функций 

 kf t , то результирующее высокочастотное элек-
трическое поле, которое возникает, если на элек-
троды k -й группы вместо постоянных напряже-
ний подать напряжения, меняющиеся во времени 
по закону  kf t , будет иметь вид 

   , ,k kx y z f tE  (принцип суперпозиции элек-
трических полей, являющийся следствием линей-
ности уравнения Лапласа).  

Поэтому если временне сигналы, описываю-
щие изменение во времени электрических напря-
жений, прикладываемых к электродам, имеют вид 
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jkf t  — "медленные" функции 
времени, а j  — "быстрые" и "далеко разнесен-
ные" частоты, то высокочастотные электрические 
поля, создаваемые в области движения заряжен-
ных частиц, имеют требуемый нам вид: 
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Неявно использованное, но важное предполо-
жение состоит в том, что набор частот j  является 
одним и тем же для всех сигналов, использован-
ных для создания высокочастотного электрическо-
го поля. Для некоторых сигналов  kf t  некоторые 
частоты j  могут отсутствовать, однако для на-
ших целей важно, чтобы среди частот j  не было 
"близких" частот. 

Придадим конкретный математический смысл, 
что будет пониматься далее под "медленными" и 
"быстрыми" временами. Пусть имеются верхняя 
граница "медленных" частот   и нижняя граница 
"быстрых" частот  . Очевидным образом предпо-
лагается, что   . Функция  h t  называется 
"медленной", если ее спектр равен нулю (или пре-
небрежимо мал) вне интервала частот 

 ,     . Функция  H t  называется "быст-
рой", если ее спектр равен нулю (или пренебре-
жимо мал) на интервале частот  ,   . То 
есть функция  H t  содержит только высокочас-
тотные компоненты и не содержит низкочастот-
ных, а функция  h t  содержит только низкочас-
тотные компоненты и не содержит высокочастот-
ных. Указанные ограничения на спектр функций 
влекут за собой справедливые "в среднем" нера-
венства:  

   2 2 2d dh t t h t   и    2 2 2d d .H t t H t    

Интервалы частот  ,      и 
   , ,       для низкочастотных и для 

высокочастотных компонентов не пересекаются и 
достаточно далеко разнесены друг от друга.  

Класс "медленных" функций образует линей-
ное пространство (тождественный ноль — тоже 
"медленная" функция). Более того, произведение 
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двух "медленных" функций также является "мед-
ленной функцией, но с более слабым показателем 
"медленности": после преобразования Фурье про-
изведение функций превращается в свертку спек-
тров, так что спектр произведения двух "медлен-
ных" функций будет равен нулю вне интервала 
частот  2 , 2     . Соответственно спектр 
произведения N  "медленных" функций будет ра-
вен нулю вне интервала частот  ,N N     . 

Класс "быстрых" функций, как они были опре-
делены выше, нуждается, однако, в уточнении. 
Такие функции не образуют линейное пространст-
во (отсутствует ноль), а сумма или произведение 
двух "быстрых" функций может содержать в неяв-
ном виде "медленное" время: например,  

   cos cos 2cos cost t t t         , 
   cos cos (1 2)cos2 (1 2)cos2t t t t          .  

Произведение "медленной" функции и "быст-
рой" функции является с формальной точки зре-
ния "быстрой" функцией: в силу превращения 
произведения в свертку спектров, спектр произве-
дения равен нулю на интервале частот 

    ,          — однако выделение 
"медленных" временнх зависимостей на фоне 
"быстрых" как раз и является нашей задачей.  

В результате в качестве "быстрых" функций мы 
будем рассматривать гораздо более узкий класс 
функций — а именно набор гармоник cos kt  и 
sin kt  с фиксированным набором частот k , к ко-
торому для полноты базиса добавлена "медлен-
ная" функция 1. Частоты k  будут предполагаться 
"быстрыми" ( k   ) и "далеко разнесенными" 
( : m nm n       ). Такие функции очевидным 
образом образуют требуемое нам линейное про-
странство. При этом в центре нашего внимания 
будут находиться "быстро-медленные" функции, 
допускающие представление в виде  

       ( ) ( )
0

( )
cos sinc s

k k k k
k

f t f t f t t f t t    , 

где  0f t ,  ( )c
kf t  и  ( )s

kf t  — "медленные" 
функции времени, а cos k  и sin k  — "быстрые" 
гармоники. 

Как следует из предыдущей работы [1], посвя-
щенной выводу общей формулы для меняющегося 
во времени псевдопотенциала, условие, что часто-
ты k  являются далеко разнесенными 
( : m nm n       ), является существенным. 
Для того чтобы произведение двух быстрых гар-
моник снова принадлежало искомому линейному 
пространству быстрых гармоник, необходимо, 

чтобы наряду с частотами m  и n  набор частот 
k  содержал также все возможные суммарные и 

разностные частоты вида m n  . Чтобы удовле-
творить этому условию, мы можем дополнить ис-
ходный набор частот новыми частотами, включив 
в него суммарные и разностные частоты. Предпо-
лагается, что расширенный набор частот по-
прежнему удовлетворяет условию k   , однако 
при наличии несоизмеримых частот и при повто-
рении указанного шага достаточное число раз это 
условие может нарушиться.  

Наиболее безопасным в этом смысле является 
набор кратных быстрых гармоник k k    
(   ), который изначально содержит в себе все 
возможные суммарные и разностные частоты и 
при этом удовлетворяет условию, что все частоты 
являются далеко разнесенными ( :m n   

m n      ) и быстрыми ( k    ). Лег-
ко также показать, что подобные наборы частот 
являются единственными, если требуется удовле-
творить условиям: а) содержать все возможные 
суммарные и разностные частоты, б) содержать 
только быстрые частоты k   . Тем не менее, 
если добавление суммарных и разностных частот 
ограничивается несколькими шагами, в процессе 
которых сохраняется в силе условие m n    , 
вполне допустимо рассматривать наборы частот 

k , которые не являются кратными. Условие, что 
исходные быстрые частоты k  являются далеко 
разнесенными ( : m nm n       ), гарантирует, 
что по крайней мере после первого шага частоты 
останутся быстрыми. 

2. ПАРАМЕТРИЗАЦИЯ  
"БЫСТРО-МЕДЛЕННЫХ" СИГНАЛОВ 

В центре нашего внимания будут находиться 
"быстро-медленные" функции времени, которые 
представимы в виде  

        0 cos sink k k kf t p t p t t q t t    ,    (2) 

где  kp t  и  kq t  — медленные функции, а k  — 
фиксированный набор быстрых и далеко разне-
сенных частот. Эти функции характеризуются 
одновременно двумя характерными масштабами 
времени — "медленным" и "быстрым". Такие 
функции образуют линейное пространство, а 
произведение этих функций принадлежит к по-
добному же классу, но с ослабленным парамет-
ром "медленности" ( 2   ) и с расширенным 
набором частот k  (  k k m n m n         ).  

(k) 
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Физически данный класс функций представляет 
собой функции времени, спектр которых отличен 
от нуля на далеко разнесенных и узких интервалах 

 ,k k        с фиксированными центрами 

k  и равен нулю (или пренебрежимо мал) для всех 
остальных частот. В этом разделе будет показано, 
что функции времени  f t , у которых спектр об-
ладает указанным свойством, действительно все-
гда могут быть приведены к виду (2). 

Как известно [2–6], любая разумная функция 
 f t  может быть представлена в виде интеграла 

Фурье      exp df t F i t    , где  F   — 
комплекснозначный спектр временнóго сигнала 
 f t . Без ограничения общности можно считать, 

что значение   2
dF    конечно и что функция 

 f t  нормирована таким образом, чтобы выпол-

нялось условие   2
d 1F    . Мы будем рас-

сматривать только такие сигналы, у которых спек-
тральная функция  F   представляет собой 
функцию определенного типа, схематично пока-
занного на рис. 1: график спектральной функции 
распадается на достаточно далеко разнесенные 
друг от друга и достаточно короткие интервалы, 
вне которых спектральная функция может счи-
таться равной нулю. Если же график спектральной 
функции сигнала  f t  имеет, например, такой 
вид, как на рис. 2, применение общей теории про-
блематично и поиск правильной формы для эф-

Рис. 1. Спектр временнóго сигнала, допускаю-
щего разбиение на "медленные" и "быстрые"
частоты 
 

Рис. 2. Спектр временнóго сигнала, не допускаю-
щего разбиение на "медленные" и "быстрые" час-
тоты 
 

 F 

 F 

ω,  усл. ед. 

ω,  усл. ед. 
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фективного потенциала (если он существует в ука-
занном ранее физическом смысле) требует, по-
видимому, отдельного подхода. 

Итак, пусть спектральная функция  F   отно-
сится к требуемому типу функций. Разобьем гра-
фик спектральной функции (точнее, график квад-
рата модуля   2

F  ) на непересекающиеся интер-
валы  * *,n n      длины 2  и с центрами в 

точках *
n . Вне этих интервалов функция   2

F   

настолько мала, что   2 2dF    , где   — 
выбранный нами порог спектра (здесь интегриро-
вание ведется по той части оси частот, которая ос-
талась вне выделенных нами интервалов). Указан-
ное разбиение оси частот на интервалы должно 
удовлетворять ограничениям, соответствующим 
разбиению характерных частот на "медленные" и 
"быстрые": *

n   , * *
n m    ,   .  

Как и параметр  , параметры   и   выбира-
ются сообразно рассматриваемой физической за-
даче. Если в спектре сигнала  f t  присутствуют 

низкочастотные компоненты, т. е. если   2
F   

существенно больше нуля на каком-то интервале 
 ,     , окружающего точку 0  , из сигна-

ла  f t  необходимо предварительно вычесть низ-
кочастотные составляющие, которые образуют 
"медленную" компоненту сигнала  0p t . Далее 
считается, что компонента  0p t  уже выделена и 

что в окрестности  ,      спектр   2
F   ра-

вен нулю. 
Рассмотрим некоторый интервал 
 * *,n n        и парный ему интервал 

 * *,n n         . Построим функцию 

 *
nF  , которая совпадает с функцией  F   на 

этих двух интервалах и равна нулю вне этих ин-
тервалов. Функция  *

nF   распадается на сумму 
двух функций: функции  a

nF  , не равной нулю 
только на интервале  * *,n n       , и функ-
ции  b

nF  , не равной нулю только на интервале 
 * *,n n         .  

Комплекснозначная спектральная функция 
 F  , порожденная вещественным временнм 

сигналом, удовлетворяет условию самосопряжен-
ности, поэтому для ее симметричного фрагмента 

 *
nF   также справедливы равенства  *Re nF    

 *Re nF   и    * *Im Imn nF F    . Рассмот-
рим функции      * ia

n n n nF G H       и 

     * ib
n n n nF G H       , в которых соот-

ветствующий интервал спектральной функции 
сдвинут к началу координат (представление функ-
ций  a

nF   и  b
nF   в такой форме следует из 

приведенного выше условия самосопряженности 
для функции  *

nF  ). Получившиеся комплексно-
значные функции      * ia

n n n nF G H       и 

     * ib
n n n nF G H         очевидным обра-

зом равны нулю вне интервала  ,     . Од-
нако относительно них, вообще говоря, нельзя ут-
верждать, что они являются самосопряженными и 
соответствуют каким-то вещественным вре-
меннм сигналам. 

Однако если спектральная функция 
   in nG H   соответствует комплекснознач-

ному временнóму сигналу    in np t q t , то спек-
тральная функция    in nG H     соответству-
ет сопряженному комплекснозначному времен-
нóму сигналу    in np t q t . Это равенство легко 
получить, если ввести в рассмотрение  np t  — 
вещественный временнóй сигнал, который соот-
ветствует самосопряженной спектральной функ-
ции          2 i 2n n n nG G H H        ), 
и  nq t  — вещественный временнóй сигнал, кото-
рый соответствует самосопряженной спектраль-
ной функции      2n nH H      

    i 2n nG G    . Легко проверить из такого 
определения сигналов  np t  и  nq t , что ком-
плекснозначному сигналу    in np t q t  соответ-
ствует спектр    in nG H  , а комплекснознач-
ному сигналу    in np t q t  соответствует спектр 

   in nG H    .  
Функция  a

nF   отличается от  *a
n nF     

   in nG H    сдвигом по оси частот на *
n , 

что отвечает в области временнх сигналов ум-
ножению на  *exp i nt . Функция  b

nF   отлича-
ется от      * ib

n n n nF G H         сдвигом 
по оси частот на *

n , что отвечает в области вре-
меннх сигналов умножению на  *exp i nt . В ре-
зультате суммирования указанных преобразова- 
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ний получаем, что спектральная функция 
     * a b

n n nF F F     имеет прототипом веще-
ственный временнóй сигнал  

        
      

       

*

*

* *

i exp i

i exp i

2 cos 2 sin ,

n n n

n n n

n n n n

f t p t q t t

p t q t t

p t t q t t





 

   

   

 

 

где, как легко заметить, функции  2 np t  и  2 nq t  
являются "медленными" в указанном выше смыс-
ле: их спектры целиком лежат в интервале частот 

 ,     .  
Повторяя указанную операцию для всех ос-

тальных симметричных интервалов, на которых 
спектральная функция не равна нулю, получим 
представление исходного сигнала  f t  в форме 
         * *cos sin (...)n n n nf t p t t q t t    , где 

многоточием в скобках заменен "выброшенный" 
остаток спектральной функции, являющийся пре-
небрежимо малым в силу условия отсечки 

  2 2dF    .  
Выбор в указанной процедуре центральной 

частоты *
n  и представление прототипа для спек-

тральной функции  *
nF   в виде    *cosn np t t   

   *sinn nq t t  не являются, однако, пока что од-
нозначными. Переход от частоты *

n  к частоте 
*

n n n     соответствует преобразованию  

    
    

cos sin cos

sin cos sin .
n n n n n

n n n n n

p t t q t t t

p t t q t t t

  

  

 

 
 

Как легко видеть, новые функции 
     cos sinn n n n np t p t t q t t    и  nq t   
   sin cosn n n np t t q t t    — тоже "медленные", 

если n  мало. Поправка n , вычисляемая, напри-
мер, по взвешенной формуле 

         2 2 2 2d dn n n n nG H G H           , 

делает эти вычисления инвариантными относи-
тельно сдвига центральной точки *

n  и приводит к 
такому представлению сигнала  f t , в котором 
функции  np t  и  nq t  в некотором смысле самые 
"медленные" из всех возможных. Иногда требует-
ся поправка n , обеспечивающая инвариантный 
выбор центральной частоты *

n  одновременно для 
нескольких сигналов  jf t  (это может оказаться 
необходимым, если интервалы-носители для спек- 
 

тров временнх сигналов  jf t  перекрываются 
или слишком близки, а центральные частоты для 
этих сигналов должны быть одинаковыми). В этом 
случае поправку n  можно вычислять, например, 
как среднее арифметическое поправок  

         2 2 2 2d d ,nj nj nj nj njG H G H            

 где базовая частота *
n , естественно, выбрана од-

ной и той же для каждого сигнала  jf t . Точная 
формула для вычисления поправки n  не является 
столь уж существенной, пока она остается малой 
относительно характерного значения "медленной" 
частоты  , поскольку эффективный потенциал 
описывает усредненное движение заряженной 
частицы лишь с точностью до поправочных чле-
нов порядка   .  

Отметим, что с точки зрения вычисления эф-
фективного потенциала это расхождение между 
новым и старым представлениями при переходе к 
сдвинутым центральным частотам не очень су-
щественно. Легко заметить, что  

           2 2 2 2
n n n np t q t p t q t     и  

               n n n n n n n np t p t q t q t p t p t q t q t         ,  

когда центральная частота n  для сигналов 
       cos sinn n n np t t q t t   и    cosn np t t   
   sinn nq t t  смещается на одну и ту же вели-

чину n . Поэтому значение эффективного потен-
циала  

 

      2 2( ) ( ) 2

, , ,

, , , , , , 4 ,c s
n n n

U x y z t

e x y z t x y z t m



  E E
 

где  

     ( ) ( )

( )
, , , , ,c k

n k n
k

x y z t x y z p tE E , 

     ( ) ( )

( )
, , , , ,s k

n k n
k

x y z t x y z q tE E ,  

а функции  ( )k
np t  и  ( )k

nq t  соответствуют разным 
сигналам, но одной и той же центральной частоте 

n , не слишком сильно меняется при переходе к 
сдвинутым центральным частотам *

n n n    : 
числители остаются неизменными, а для знамена-
телей выполнено соотношение  21 n   

 21 n n    в силу предполагаемого нами усло-
вия n n  . В силу этого неоднозначность выбо-
ра поправки n  для центральной частоты n  ме-
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няет представление временнóго сигнала  f t  в 
виде канонической тригонометрической суммы, 
но практически не меняет значение медленноме-
няющегося во времени эффективного потенциала, 
вычисляемого на основе полученной тригономет-
рической суммы.  

3. СПОСОБЫ СОЗДАНИЯ  
"БЫСТРО-МЕДЛЕННЫХ" ВРЕМЕННХ 

СИГНАЛОВ 

Для создания в объеме масс-спектро-
метрического устройства требуемого высокочас-
тотного электрического поля могут использовать-
ся электрические напряжения разных типов. Наи-
более простым способом, как следует из представ-
ления временнóго сигнала в форме 

   cos sinn n n np t t q t t  , является "медлен-
ная" амплитудная модуляция синусоидальных вы-
сокочастотных сигналов cos nt  и sin nt : 

   
     
cos

cos cos sin sin ,

A t t

A t t A t t

 

   

 

 
 

 

   
     
sin

cos sin sin cos ,

A t t

A t t A t t

 

   

 

 
 

и "быстро-медленная" параметризация временнóго 
сигнала оказывается выполненной, если  A t  — 
"медленная" функция.  

Вместо амплитудной модуляции высокочас-
тотных напряжений можно использовать фазово-
модулированные высокочастотные напряжения, 
частотно-модулированные высокочастотные на-
пряжения, цуги высокочастотных напряжений, 
надлежащим образом синхронизированных во 
времени (очевидно, что цуги высокочастотных 
сигналов являются частным, но практически наи-
более просто реализуемым случаем амплитудной 
модуляции), а также суперпозицию высокочастот-
ных колебаний с небольшими сдвигами частоты. 
Для фазово-модулированных и частотно-
модулированных напряжений соответствующие 
преобразования выглядят, как:  

        cos cos cos sin sint t t t t t        , 

        sin cos sin sin cost t t t t t        , 

       
   

cos cos cos

sin sin ,

t t t t t

t t t

   

 

  


 

       
   

sin cos sin

sin cos ,

t t t t t

t t t

   

 

  


 

где "медленными" функциями должны быть 
функции  cos t ,  sin t ,   cos t t  и 

  sin t t . Интересным случаем является супер-
позиция гармоник со сдвигами частоты (амплиту-
ды гармоник могут при этом оставаться постоян-
ными во времени), когда сдвиги частоты много 
меньше самой частоты: 

        
    

cos cos cos

sin sin ,

j j j j

j j

a t t a t t t

a t t t

   

 

  



 


 

        
    

sin cos sin

sin cos ,

j j j j

j j

b t t b t t t

b t t t

   

 

  



 


 

где "медленными" должны быть функции  ja t , 

 jb t ,  cos jt  и  sin jt , а сами сдвиги частот 

j , вообще говоря, могут зависеть от времени.  
Из указанных формул следует, в частности, что 

одна и та же функция может быть реализована не-
сколькими разными методами. Так, временной сиг-
нал cos cost t   может рассматриваться как высо-
кочастотный сигнал cos t , амплитудно-моду-
лированный по закону cos t , либо как суперпози-
ция        1 2 cos 1 2 cost t       двух гар-
монических сигналов с постоянными амплитудами 
и близкими частотами. Техническая реализация 
сигнала будет разной, хотя математически мы по-
лучим тождественно равные функции времени. 

Использование в качестве базового высокочас-
тотного напряжения, которое подвергается ампли-
тудной модуляции, фазовой модуляции, частотной 
модуляции и так далее, именно гармонического 
напряжения, меняющегося по закону  cos t  , 
не  является  обязательным.  Периодические,  но 
не гармонические сигналы  kf t  однозначно оп-
ределяются своим рядом Фурье  f t   

 cos sink ka k t b k t   . Если к сигналу в це-
лом или к его отдельным гармоникам применяется 
амплитудная модуляция, частотная модуляция, 
фазовая модуляция, сдвиг отдельных частот при 
условии, что сдвиги частот много меньше базовой 
частоты  , мы легко получаем высокочастотный 
сигнал с требуемыми свойствами, т. е. удовлетво-
ряющий общей форме представления "быстро-
медленных" сигналов в виде разложения по высо-
кочастотным гармоникам, как    0f t p t   

   cos sink k k kp t t q t t   . Суперпозиция ука-
занных преобразований негармонических перио-
дических сигналов также не представляет трудно- 
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стей. Тем самым в качестве управляющих сигна-
лов с равным успехом могут использоваться пе-
риодические негармонические высокочастотные 
напряжения, и/или высокочастотные напряжения, 
содержащие в своем частотном спектре две или 
более частоты, и/или высокочастотные напряже-
ния, содержащие в своем частотном спектре бес-
конечный набор частот, и/или импульсные высо-
кочастотные напряжения.  

Наконец, вместо аналоговых сигналов можно 
использовать импульсные сигналы, синтезируе-
мые цифровым способом с помощью компьютера, 
микропроцессора или программируемого им-
пульсного устройства. В этом случае как амплиту-
да каждого импульса, так и момент старта и мо-
мент окончания каждого импульса могут рассчи-
тываться индивидуально, что позволяет разнооб-
разить класс используемых сигналов до пределов, 
ограниченных только фантазией разработчика 
масс-спектрометрического устройства. 

На рис. 3 приведены различные способы полу-
чения требуемых высокочастотных напряжений: 
а) амплитудная модуляция высокочастотного на-
пряжения  cos t  с помощью функции  sin t T ; 
б) амплитудная модуляция высокочастотного на-
пряжения  cos t  с помощью функции 

    2sin 1 cos 2 2t T t T  ; в) амплитудная мо-
дуляция высокочастотного напряжения  cos t  с 
помощью функции    1 sint T t T ; г) сумма 
четырех высокочастотных напряжений с разными 
частотами   sin 1 T t  –   sin 1 T t  + 

+   cos 1 T t   +   cos 1 T t  , сдвинутая по 
фазе на 4 ; д) суперпозиция фазово-моду-
лированных высокочастотных напряжений, кото-
рая задается формулой   cos cost t T  + 

+   cos cost t T  –  cos t ; е) суперпозиция  
фазово-модулированных  высокочастотных на-
пряжений, которая задается формулой 

   cos sin cost t T   +    cos sin cost t T  – 

–  1.3cos t ;  ж) частотная модуляция высокочас-
тотного напряжения  cos t  с помощью функции 

   sin t T t T ;  з) частотная модуляция высоко-
частотного напряжения  cos t  с помощью ос-
циллирующей функции;  и) прямоугольные цуги 
высокочастотных напряжений; к) профили-
рованные цуги высокочастотных напряжений с 
растущим и спадающим фронтами.  

Требуемые  электрические  напряжения, при-
кладываемые к электродам, могут создаваться  
 

и другими техническими приемами — поведение 
эффективного потенциала создаваемого высоко-
частотного электрического поля является опреде-
ляющим фактором для функционирования масс-
спектрометрического устройства. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной работе в качестве базового представ-
ления для временнх сигналов, характеризуемых 
быстрыми и медленными характерными времена-
ми, используется параметризация вида (2), где 

 0p t ,  kp t  и  kq t  — медленные функции вре-
мени, а k  — быстрые и далеко разнесенные час-
тоты. Такая параметризация обязана своим появ-
лением специальной трактовке высокочастотных 
электрических полей с архимедовыми свойствами, 
подсказанной М.Ю. Судаковым в процессе обсуж-
дения данной проблематики (см. [7]).  

На начальном этапе исследования построения 
теории медленно меняющегося эффективного по-
тенциала (апрель 2010 г.) для описания временнх 
сигналов, характеризуемых "быстрыми" и "мед-
ленными" характерными временами, вместо "мед-
ленных амплитуд" использовались "медленные 
фазовые добавки". А именно, в этом случае вре-
менне сигналы представляются в виде  

    cosnm n nmf t C t t   , 

    sinnm n nmf t D t t     

или даже  

       cos sinnm n nm nm n nmf t C t t D t t       , 

где "медленные" фазовые корректоры  nm t  и 
 nm t  применяются к "быстрым" чисто косину-

соидальным или синусоидальным гармоникам 
cos nt  и sin nt , частоты n  являются "быстры-
ми" и "далеко разнесенными", а коэффициенты 

nmC  или nmD  не зависят от времени. Наличие ин-
декса m  подчеркивает, что возможно использова-
ние суперпозиции временнх сигналов с одинако-
выми базовыми частотами n , но разными фазо-
выми корректорами  nm t  и  nm t . Например, 
при создании высокочастотных электрических 
полей с архимедовыми свойствами в большинст-
ве случаев оказывается достаточным использо-
вать суперпозицию нескольких сигналов с одной 
и той же базовой частотой constn   , но с 
разными фазовыми добавками  nm t  и  nm t . 
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Рис. 3. Образцы эпюр высоко-
частотного напряжения для соз-
дания эффективного потенциа-
ла. 
а — пример высокочастотного 
напряжения  tU , созданного с 
помощью амплитудной модуля-
ции напряжения  tcos  функ-
цией  Ttsin ;  
б — … созданного с помощью 
амплитудной модуляции напря-
жения  tcos  функцией 

     22cos1sin 2 TtTt  ; 
в — … созданного с помощью 
амплитудной модуляции напря-
жения  tcos  функцией 
   TtTt sin1  ; 
г — … созданного как сумма че-
тырех высокочастотных напря-
жений с разными частотами 

  tT1sin  –   tT1sin   + 
+   tT1cos  +   tT1cos  , 
сдвинутых по фазе на 4 ; 
д — … созданного как суперпо-
зиция фазово-модулированных 
высокочастотных напряжений, 
которая задается формулой 

  Ttt coscos  + 
+   Ttt coscos  –  tcos ; 
е — … созданного как суперпо-
зиция фазово-модулированных 
высокочастотных напряжений, 
которая задается формулой  

   cos sin cost t T  

   cos sin cost t T    

 1.3cos ;t  
ж — … созданного частотной 
модуляцией высокочастотного 
напряжения  tcos  с помощью 
функции    TtTtsin ; 
з — … созданного частотной 
модуляцией высокочастотного 
напряжения  tcos  с помощью 
осциллирующей функции; 
и — … состоящего из прямо-
угольных цугов высокочастот-
ного синусоидального напряже-
ния; 
к — … состоящего из цугов вы-
сокочастотного синусоидально-
го напряжения с нарастающими 
и спадающими фронтами 
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По причинам, рассмотренным далее, в настоящий 
момент такая форма параметризации "быстро-
медленных" временнх сигналов представляется 
избыточной и менее удобной, чем параметризация 
с помощью медленных амплитуд, использованная 
в настоящей работе. 

Сообразно указанной форме представления 
временнх сигналов высокочастотное электриче-
ское поле должно представляться как 

    ( ) , , cosc
nm n nmx y z t t E  или как 

    ( ) , , sins
nm n nmx y z t t E , где два представ-

ления отличаются друг от друга всего лишь сдви-
гом на 2  для медленных фаз. Легко показать, 
что такой параметризации "быстро-медленного" 
электрического поля соответствует медленноме-
няющийся во времени эффективный потенциал 
 , , ,U x y z t , вычисляемый как  , , ,U x y z t   

    2( ) ( ) ( )2 cosc c c
nm ni nj ni nj

n m i j
q t t 



 
     

 
  E E E

  124 nm 
  или соответственно как  , , ,U x y z t   

    2( ) ( ) ( )2 coss s s
nm ni nj ni nj

n m i j
q t t 



 
     

 
  E E E

  124 nm 
 . В этих выражениях члены 2( )c

nm
m
 E  

( 2( )s
nm

m
 E ) соответствуют классическому эффек-

тивному потенциалу, а выделенные явно члены 
вида     ( ) ( )2 cosc c

ni nj ni njt t  E E  или 

    ( ) ( )2 coss s
ni nj ni njt t  E E  обеспечивают архи-

медовы свойства высокочастотного поля, рас-
смотренные в [7]. 

Разложение временнóго сигнала на гармоники с 
медленными амплитудами (2) приводит к гораздо 
более компактной и на первый взгляд более общей 
форме. Легко видеть, однако, что с математиче-
ской точки зрения оба способа представления 
временнх сигналов являются эквивалентными. 
Сделав в формуле     cosn nf t p t t   

  sinn nq t t  взаимно-однозначную замену 

   2 cosn n np t R t  и    2 sinn n nq t S t  (где 

nR  — константа, бóльшая или равная максимуму 
амплитуды  np t , а nS  — константа, бóльшая или 
равная максимуму амплитуды  nq t ), получим эк-
вивалентную формулу  f t  =  cosn n nR t  + 

 cosn n nR t    cosn n nS t     cosn n nS t   . 
Это означает, что для перерасчета временнóго 

сигнала, выраженного через медленные амплиту-
ды, во временной сигнал, выраженный через мед-
ленные фазы, оказалось достаточным взять не бо-
лее двух медленных фаз для каждой медленной 
амплитуды. Обратное преобразование формы с 
медленными фазами к форме с медленными ам-
плитудами является тривиальным:  

  cosnm n nmC t t    

 cos cos sin sinnm nm n nm nC t t       

 cos cosn nm nm
n m

t C t 
     

 
   

 sin sinn nm nm
m

t C t 
    

 
  

=    cos sinn n n np t t q t t   

 и  

  sinnm n nmD t t    
=  cos sin sin cosnm nm n nm nD t t    = 

=  cos sinn nm nm
n m

t D t 
  
  

 
  + 

     +  sin cosn nm nm
m

t D t 
 
 

 
 = 

=    cos sinn n n np t t q t t    .  

Несмотря на то что параметризация временнóго 
сигнала с помощью медленных фаз позволяет вы-
делить в явном виде архимедовы компоненты ме-
няющегося во времени эффективного потенциала, 
его очевидным недостатком является то, что пред-
ставление временнóго сигнала в виде тригономет-
рической суммы с медленными фазами не являет-
ся однозначным. Так, легко видеть, что при пока-
занном выше пересчете медленных амплитуд в 
медленные фазы имеется слишком большой про-
извол в возможном выборе множителей nR  и nS , 
что приводит к разным медленным фазам  n t  и 

 n t  для одного и того же временнóго сигнала. 
Если же при пересчете медленных амплитуд в 
медленные фазы использовать подстановки вида 

   2 cosn nk nkp t R t   и    2 sinn nk nkq t S t  , 
где бóльшая часть функций и коэффициентов яв-
ляются совершенно произвольными (но "медлен-
ными"), то получим на выходе бесконечный набор 
возможных представлений для одного и того же 
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сигнала, которые с первого взгляда трудно при-
знать идентичными. Как показано ранее в разде-
ле 2, представление произвольного временнóго 
сигнала в форме (2) обладает существенно мень-
шей степенью произвола и жестко привязано к та-
кой однозначной, объективной и независимой ха-
рактеристике временнóго сигнала, как его спектр. 
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