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 С. И. Шевченко

ОБ  ОСОБЕННОСТЯХ  НАХОЖДЕНИЯ  АКСИАЛЬНЫХ
ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКИХ  ПОЛЕЙ  ВБЛИЗИ  ОСИ.

I. МЕТОД  ПРЯМОГО  ИНТЕГРИРОВАНИЯ

Представлен алгоритм решения проблемы оси  применительно к методу граничных интегральных уравне-
ний, в котором интегральное уравнение с помощью метода коллокации и метода прямого интегрирования
трансформируется в матричное уравнение. При формировании матрицы особое внимание уделено особен-
ностям ядра интегрального уравнения, расположенным вблизи оси.

ВВЕДЕНИЕ

В процессе работы с пакетами прикладных
программ [1, 2] было замечено, что при нахожде-
нии электростатического поля (решении задачи
Дирихле для уравнения Лапласа) в аксиально-
симметричных системах (электродов) точность
вычислений вблизи оси и на оси значительно ни-
же, чем в остальном далеком от оси пространстве.
Это, по-видимому, связано с сингулярностью ак-
сиального оператора (уравнения) Лапласа на оси.

Решение уравнения Лапласа методом гранич-
ных интегральных уравнений означает переход от
дифференциального уравнения Лапласа к эквива-
лентному ему интегральному уравнению [3]
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где ( )σ r — функция плотности поверхностного
заряда (ППЗ); 0( , )G r r — ядро интегрального
уравнения (ядро для задачи Дирихле для уравне-
ния Лапласа); точка 0r — точка, в которой ищется
потенциал (точка наблюдения, ТН); интеграл в
правой части берется по площади поверхности
всех электродов (границы); коэффициент 01/ 4πε ,
который должен быть перед интегралом в правой
части, включен в функцию σ.

Для решения уравнения (1) эффективным ока-
зался метод коллокации, одним из возможных пу-
тей реализации которого является метод прямого
интегрирования — непосредственное представле-
ние стоящего в правой части (1) интеграла в виде
интегральной суммы (чаще всего по формуле Га-
усса [4]). Для вклада в потенциал от одного отрез-
ка границы можно выписать [4]

( )
0 0

1

( ) ( ) ( , )
gxN

g
p p n i i

i

d A Gϕ σ
=

= ∑r r r r ,                 (2)

где ir — точка интегрирования; pd — длина отрез-
ка границы (электрода), по поверхности которого
идет интегрирование (далее индекс p будем опус-
кать); ( )g

nA — n-й коэффициент квадратурной фор-
мулы Гаусса.

Метод граничных интегральных уравнений реа-
лизуется в виде двух последовательных шагов (ста-
дий, этапов): прямой шаг — собственно решение
интегрального уравнения (1) относительно неиз-
вестной функции плотности поверхностных зарядов
σ и обратный шаг — нахождение потенциала в лю-
бой точке пространства с помощью интегрирования
в формуле (1). Ниже мы везде будем опираться на
реализацию этого метода, описанную в [2].

В результате выполнения первой стадии реше-
ния уравнения (1) вблизи оси получается резкий
пик ППЗ, достигающий 1.5–2 % от теоретических
значений. Ясно, что этот пик является следствием
вычислительных, а не физических причин. Поэто-
му без внесения в алгоритм поправок, учитываю-
щих влияние особенности оператора Лапласа (или
соответствующего ему ядра интегрального уравне-
ния G ) вблизи оси, ни о какой приличной точности
вычислений потенциала и компонент напряженно-
сти электрического поля не может идти речи.

Вопрос получения хорошей точности для по-
тенциала и его производных на оси важен, напри-
мер, для применения теории аберраций третьего
и высших порядков [5], когда необходимо иметь
распределение потенциала и его производных
вплоть до четвертого порядка (можно свести фор-
мулы к виду, в котором используются потенциал и
его производные не выше второго порядка) на оси
электронно-оптической систем. В процессе вы-
числения аберрационных коэффициентов с поле-
выми параметрами (потенциала и его производ-
ных) требуется провести большое количество опе-
раций. Понятно, что для вычисления аберрацион-
ных коэффициентов с приличной точностью необ-
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ходимо иметь возможность вычислять потенциал
электростатического поля и его производные на
оси с высокой точностью.

Описание решения проблемы оси в литературе
отсутствует. Некоторое касательство к проблеме
оси (связь с проблемой оси) можно заметить в [6],
где рассмотрена задача нахождения потенциала
и его производных на оси вблизи некоторого ка-
сающегося оси электрода. При этом функция ППЗ
σ аппроксимируется полиномом четвертого по-
рядка без всякого упоминания о получающемся
пике ППЗ вблизи оси, что можно объяснить или
тем, что проблема оси считается уже решенной,
или, что авторы [6] считают необходимым учет
особенности ядра только на втором этапе решения
уравнения (1). Однако результаты, которые полу-
чались при вычислениях с помощью известного
комплекса программ "Poisson2" [1], когда вблизи
оси получается резкий пик ППЗ, достигающий
1.5 % от теоретических значений, нельзя признать
удовлетворительными.

Заметим, что если в системе электродов при-
сутствуют части, близкие или касающиеся оси, то
без решения проблемы оси на первом этапе реше-
ния получается неточность в определении ППЗ,
что не позволяет на втором этапе решения (нахо-
ждение потенциала или компонент напряженности
поля) получить приличную точность в вычислении
требуемых величин как вблизи, так и вдали от оси.

В представленной работе будут освещены осо-
бенности учета проблемы оси на первой стадии
решения уравнения (1) применительно к алгорит-
му, основанному на методе коллокации и прямом
интегрировании в методе граничных интеграль-
ных уравнений.

1. ОСНОВЫ АЛГОРИТМА УЧЕТА
ЭФФЕКТА ОСИ

Ядро для задачи Дирихле для уравнения Лапла-
са в случае аксиальной геометрии имеет вид [1]

0( , ) K( )G c k= ⋅r r ,                        (3)

где
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K( )k — полный эллиптический интеграл первого
рода, имеющий интерполяционное представление
[7]
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После несложных преобразований  ядро (3)
может быть представлено [2] в виде
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значения коэффициентов ka и kb можно найти в
справочнике [7].

Входящие в (4) функции 1 2,f f  являются глад-
кими везде в области 0r ≠ . Ясно, что сингуляр-
ность дифференциального уравнения при перехо-
де к интегральному уравнению трансформируется
в некоторую сингулярность ядра 0( , )G r r  этого
интегрального уравнения.

Входящие в ядро параметры 1,c m  имеют неко-
торые особенности вблизи оси. Если рассмотреть
вначале простейший случай, когда на ось своим
началом опирается прямолинейный отрезок гра-
ницы, то для функций 1,c m  можно выписать вы-
ражения:
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где 0x l l= − , 0l — длина отрезка от начала элек-
трода до ТН, l — длина отрезка от начала элек-
трода до точки интегрирования (ТИ).

Графики последних выражений для функций
1,c m  представлены на рис. 1, 2. Эти функции

имеют особенности: функция  ( )c x — полюс
первого порядка в точке 0x l= −  и функция

1( )m x — полюс второго порядка в точке 02x l= − .
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Поэтому, если 0l мало по сравнению с длиной от-
резка интегрирования (т. е. 0l является первой или
второй точкой коллокации при отсчете номеров от
начала отрезка границы, опирающегося на ось), то
на участке [0÷ 0l ] (или [0÷2 0l ]) функции 1,c m  из-
меняются довольно резко (быстро). Поэтому чис-
ленное интегрирование этих функций (и функций
от этих функций), проводимое вдоль длины отрез-
ка интегрирования, может не обеспечить удовле-
творительную точность.

Из рис. 1, 2 видно, что для ТН, совпадающей
с первой точкой коллокации (считая от начала от-
резка границы, опирающегося на ось),  функции

( )c x  и 1( )m x  имеют вблизи этого конца границы
довольно резкий характер. Более того, если смот-
реть на точки коллокации (отмеченные на рисун-
ках жирными черными точками), то видно, что

через эти точки трудно провести график полино-
ма, который бы хорошо совпадал с графиком точ-
ной функции.

Это особенно касается функции 1( )m x , для ко-
торой (для ТН, расположенной в первой точке
коллокации) "отросток" (левее первой точки кол-
локации) вообще невозможно аппроксимировать
некоторым полиномом. Поэтому этот "отросток"
не может быть учтен при численном интегрирова-
нии по формуле Гаусса.

Чтобы преодолеть эту трудность, в данной ра-
боте используется предложенный в [8] и широко
в настоящее время применяемый метод пониже-
ния степени особенности интегрируемой функции.
Это метод был обобщен на случай интерполяции
полиномом второго порядка в [9] и полиномами
более высокого порядка в [10].

В данной работе используется интерполяция
гладкой части подынтегральной функции полино-
мом третьего порядка (на шаблоне из четырех то-
чек)

{ }
3 3

,int
0 0

( ) ( ) j
i i j

i j
f x f x C x

= =

=∑ ∑ .

Эту формулу можно получить, записав интерпо-
ляционную формулу Лагранжа [11] и представив
коэффициенты при значениях функции в виде по-
линома. В [10] описан менее трудоемкий метод
получения этой интерполяции.

Для реализации метода коллокации запишем
уравнение (1) в каждой точке коллокации
( 0 ; 1n n M= = ÷r r ; М — число точек коллокации).
Считаем, что находящаяся под знаком интеграла
функция σ является гладкой вдоль длины отрезка
интегрирования.

2. ФОРМИРОВАНИЕ МАТРИЦЫ

При переходе к случаю непрямолинейного от-
резка представим функции 1,c m  в виде произве-
дения "прямолинейной" части на некие гладкие
поправочные функции, которые допускают интер-
полирование полиномами и которые близки по
своим значениям к единице:
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Вклад в потенциал от одного отрезка границы
(отрезка интегрирования) с ядром в виде (4) с уче-
том вышеприведенных выражений имеет вид:

Рис. 1. Графики зависимости функции )(xc  для
точек наблюдения, расположенных в первых
трех (считая от начала отрезка границы, находя-
щегося на оси) точках коллокации.
ТН расположена: _____  в первой точке коллока-
ции, – – –  во второй, ············  в третьей точке
коллокации

Рис. 2. Графики зависимости функции )(1 xm  для
точек наблюдения, расположенных в первых
трех (считая от начала отрезка границы, лежаще-
го на оси) точках коллокации. Типы линий соот-
ветствуют таковым на рис. 1
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x

m1(x)

x
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Если входящий в выражение (5) логарифм
представить в виде
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то выражение (5) примет вид
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Подставляем в правую часть этого равенства
выражения для функций ( )c x  и 1( )m x  и получаем
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Обратим внимание на то, что в первом члене
присутствует только одна сингулярность (полюс

2 1
01 ( 2 ) kx l ++ ), находящаяся вне пределов интег-

рирования и оказывающая влияние тем, что вбли-
зи точки х = 0 (точнее говоря, на промежутке

0 0[ , ]x l l= −  при условии, что 0 1l << ) подынте-
гральная функция не может считаться достаточно

гладкой для проведения численного интегрирова-
ния по формуле Гаусса.

Во втором члене в точке 02x l= −  расположен
полюс и логарифмическая сингулярность.

При выполнении процедуры понижения степе-
ни особенности подынтегральной функции в пер-
вом и втором членах шаблон интерполяции дол-
жен располагаться так, чтобы покрыть область из-
менения переменной х, в которой изменения по-
дынтегральной функции максимальны, т. е. об-
ласть вблизи начала отрезка интегрирования. При

0 1l <<  этот шаблон начинается с ближайшей к на-
чалу отрезка точки коллокации (точки гауссового
интегрирования).

В третьем члене в точке 02x l= −  расположен
полюс и логарифмическая сингулярность в точке

0x = . Т. е. имеется совсем другая ситуация. Для
первых двух точек коллокации, если отсчитывать
от начала рассматриваемого отрезка границы,
шаблоны для обеих сингулярностей совпадают.
А для третьей точки коллокации шаблоны отли-
чаются (сдвинуты на единицу). Численные экспе-
рименты показали, что рассмотрение особенности
оси оказывает заметное влияние только для пер-
вых трех точек коллокации (если для данного от-
резка границы рассматривать не более одиннадца-
ти точек коллокации). Чтобы обойти сложность
с двумя разными шаблонами, были применены
шаблоны по четырем точкам (эти шаблоны явля-
ются несимметричными относительно точки кол-
локации), причем шаблон интерполяции, приме-
няемый для понижения степени логарифмической
сингулярности, сдвинут на один номер в сторону
начала отрезка границы, в результате чего шабло-
ны совпали.

Для единообразия был повышен порядок шаб-
лона до четырех и для первых двух членов правой
части (7). Для каждого из трех присутствующих в
правой части (7) членов осуществляем процедуру
понижения степени особенности интегрируемой
функции.

Процедура для 1-го члена из (7)
Первый член имеет вид

[ ]

0

0

24
(1) 0

0 0 0

4 ( ) ( )
2 2

( ) ln ( ) d .

kd l

p c
k l

k
m k k m

x l xx P x
x l x l

P x a b P x x

ϕ σ
−

= −

  += ×  + + 
× − 


∑ ∫

Введем обозначение
( )

0 ( ) ( ) ( )k k
c mP x P x P x= ⋅ .
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Для части подынтегральной функции, которая
не содержит особенности, проводим интерполя-
цию по четырем точкам:

[ ]{ }( )
0 int

3
( )

( ) 0 ( )
0

3

( ) ,
0

( ) ( ) ln ( )

( ) ( )

ln ( ) .

k
k k m

k
m i m i

i

j
k k m m i i j

j

x P x a b P x

x P x

a b P x C x

σ

σ
=

=

− =

= ×



 × −  



∑

∑        (8)

В правой части этого выражения i — номер
точки шаблона интерполяции. У нас, однако, все
точки шаблона интерполяции являются точками
коллокации и имеют свои номера в ряду точек
коллокации. Поэтому, чтобы не создавать путани-
цы, была применена следующая нумерация: сово-
купность номеров точек коллокации, относящихся
к шаблону, была обозначана ( )m i , где m — номер
точки как точки коллокации, i —  номер точки как
точки шаблона (т. е. ( )m i — номер точки коллока-
ции, имеющей i-й номер в шаблоне интерполя-
ции).

Используя интерполяцию (8), представим пер-
вый член в виде

[ ](

[ ]{ } )

[ ]{ }

0

0

0

0

4
(1) ( )

0
0

2
( ) 0

0 2 1int
0

4
( )

0 int
0

2
0

2 1
0

4 ( ) ( ) ln ( )

( )( ) ( ) ln ( ) d
( 2 )

4 ( ) ( ) ln ( )

( ) d .
( 2 )

d l
k

p k k m
k l

k
k

k k m k

d l
k

k k m
k l

k

k

x P x a b P x

x l xx P x a b P x x
x l

x P x a b P x

x l x x
x l

ϕ σ

σ

σ

−

= −

+

−

= −

+

= − −

+− − +
+

+ − ×

+×
+

∑ ∫

∑ ∫

Как обычно (см. [1]), в первом члене в правой
части последнего выражения (точнее говоря,
к стоящему там интегралу) применяем численное
интегрирование методом Гаусса, а во втором чле-
не проводим аналитическое интегрирование:

[ ]

( )

4
(1) ( ) ( )

0
0 0;

( )

2
0

2 1
0

4
( )

m(i) 0 m(i) 
0

3
(1) (1) (1)

m(i) , , ,
0

4 ( ) ( )

( )ln ( )
( 2 )

4 ( ) ( )

ln ( ) ,

gN
g k

p n n n
k n

n m i

k
n n

k k m n k
n

k

k

k k m i j j k j k
j

d A x P x

x l xa b P x
x l

x P x

a b P x C B dS

ϕ σ

σ

= =
≠

+

=

=

= ×


+× − ++ 
+ ×



 × − −  



∑ ∑

∑

∑

где ( )g
n nx d x= ⋅ ; ( )g

nx — n-й узел (абсцисса) квадра-
турной формулы Гаусса;

2
(1) ( ) 0
, 2 1

0; 0
( )

( )
( 2 )

gN k
g n n n

j k n j k
n n
n m i

x l xS A x
x l +

=
≠

+=
+∑ ;

0

0

2
(1) 0
, 2 1

0

( ) d
( 2 )

d l k
j

j k k
l

x l xB x x
x l

−

+
−

+=
+∫ .

Интеграл (1)
,j kB  можно полностью привести к сумме

аналитических (табличных) интегралов (см. При-
ложение).

Из выражения для (1)
pϕ  можно выделить вклад

первого члена в квазидиагональные элементы
матрицы (выражения, которые стоят при ( )xσ ,

( )n m i= ):

[ ] ( )

(1)
,

4 3
( ) (1) (1) (1)

0 , , ,
0 0

4 ( ) ln ( )

t n

k
n k k m n i j j k j k

k j

c

P x a b P x C d S B
= =

=

= − − ⋅ −∑ ∑
и во все остальные элементы матрицы, относя-
щиеся к рассматриваемому отрезку интегрирова-
ния ( ( )n m i≠ ):

[ ]
24

(1) ( ) ( ) 0
, 0 2 1

0 0

( )4 ( ) ln ( )
( 2 )

k
g k n n

t n n n k k m n k
k n

x l xc dA P x a b P x
x l +

=

+= −
+∑ .

В приведенных формулах остается еще опреде-
лить полином ( )

0 ( )kP x . Для этого  рассмотрим ра-
венство

[ ] 1

2
( )0

0
0 0

ln ( ) ( ) ( )

4 ( ).
2 2

k
k k m n n n

k
kn n

n
n n

a b P x c x m x

x l x P x
x l x l

− =

  +=   + +  

Отсюда видно, что искомый полином 0 ( )kP x  мож-
но представить в точках шаблона интерполяции
(за исключением точки 0nx = ) в виде

[ ]1( )
0 2

0

0 0

( ) ( ) ln ( )
( )

4
2 2

k
n n k k mk

n k

n n

n n

c x m x a b P x
P x

x l x
x l x l

−
=

  +
  + +  

.

В правой части этого выражения в точке 0nx =
существует неопределенность типа 2 20 0k k . Из
интуитивных соображений ясно, что в точке

0nx =  полином 0 ( )kP x  имеет значение
[ ]0 ( 0) ln ( )k

n k k m n kP x a b P x a= = − = , т. к. ( 0) 1mP x = =
и ln ( 0) 0mP x = = .
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Процедура для 2-го члена из (7)
Второй член имеет вид

( )

0

0

24
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( ) ln 2 d .
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∑ ∫

Используем интерполяцию по четырем точкам
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=∑ ∑
и после некоторых преобразований (подобных
преобразованиям первого члена) получаем для
второго члена выражение
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Из последнего выражения можно выделить
вклад второго члена в квазидиагональные
( ( )) :n m i=

( )
4 3

(2) ( ) (2) (2) (2)
, 0 , , ,

0 0
8 ( )k

t n k n i j j k j k
k j

c b P x C d S B
= =
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и во все остальные члены матрицы ( ( )),n m i≠  от-
носящиеся к отрезку интегрирования:
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Процедура для 3-го члена из (7)
Третий член имеет вид
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В этом члене подынтегральная функция имеет две
сингулярности, имеющие разные центры. Как уже
было отмечено выше, для преодоления этих слож-
ностей применяется единый расширенный шаблон
(во всех трех членах).

Для третьего члена в результате некоторых
преобразований получаем выражение
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Из выражения для (3)
pϕ  можно выделить вклад

третьего члена в квазидиагональные  и во все ос-
тальные члены матрицы, относящиеся к отрезку
интегрирования:
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Теперь, когда известны все три составляющих
вклада в коэффициенты матрицы, мы можем со-
единить их и получить полные коэффициенты
матрицы:

(1) (2) (3)
, , , ,t n t n t n t nc c c c= + + .

Матричное уравнение решалось методом Гаус-
са с выделением ведущего элемента.

Случай, когда электрод подходит или касается
оси своим концом, следует рассматривать совер-
шенно аналогично вышерассмотренному.

3. ТЕСТОВЫЙ ПРИМЕР И ОБСУЖДЕНИЕ

Для изучения работы описанного в данной
статье алгоритма были проведены тестовые вы-
числения для плоского и цилиндрического кон-
денсаторов в аксиальной геометрии.

Для представления возможностей описанного
в данной работе алгоритма удобнее всего привести
результаты расчета функции плотности поверхно-
стного заряда в плоском конденсаторе. В этом
случае теоретическое решение (результат выпол-
нения первой стадии всего решения) имеет посто-
янное значение на поверхности каждого из двух
электродов-обкладок конденсатора.

Основным результатом реализации приведен-
ного алгоритма явилось заметное увеличение точ-
ности вычисления плотности поверхностного за-
ряда. В среднем для всех тестовых примеров были
получены примерно одинаковые результаты по
точности функции ППЗ на оси системы — не хуже
0.1 %.

Приведенный в данной работе подход означает
выделение особенностей функций 1,c m  и приме-
нение интерполяции полиномом третьего порядка
оставшейся части подынтегральной функции.

Для повышения точности нахождения функции
ППЗ можно предложить или повышение степени
интерполяции при реализации метода понижения
степени особенности подынтегральной функции,
или применение другого метода обхода сложно-
стей, связанных с особенностями ядра на оси.

Первый из упомянутых путей, как показал
опыт работы [10], не дает значительного повыше-
ния точности. Поэтому для дальнейшего повыше-
ния точности вычислений остается только искать
другие методы обхода уже упомянутых особенно-
стей. Один из таких методов будет описан в сле-
дующей работе, посвященной данной тематике.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в данной работе представлен
алгоритм решения проблемы оси (учета особенно-
сти оператора Лапласа вблизи оси) применительно

к методу граничных интегральных уравнений. Это
интегральное уравнение с помощью метода кол-
локации и метода прямого интегрирования транс-
формируется в  матричное уравнение.

Основное внимание уделено первому (прямо-
му) шагу в решении уравнения Лапласа — нахож-
дению функции плотности поверхностных заря-
дов. Показаны особенности процесса формирова-
ния матрицы при  учете особенностей ядра инте-
грального уравнения. Для учета особенностей яд-
ра, расположенных вблизи оси, применяется метод
понижения степени особенности подынтегральной
функции. Матричное уравнение решалось мето-
дом Гаусса с выделением ведущего элемента.

Тестовые вычисления показали, что описанный
алгоритм является работоспособным и позволяет
понизить получаемую в результате решения урав-
нения Лапласа величину пика функции ППЗ на
оси до 0.1 % от теоретического значения.

Приведенный в данной работе алгоритм был
реализован в виде программ, включенных в оче-
редную версию пакета прикладных программ
"Shift" [12].

Приложение. Нахождение аналитических
интегралов

В первом члене выражения (7)  возникает ин-

теграл 
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( ) d
( 2 )

d l k
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j k k
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x l xB x x
x l
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+
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+=
+∫ , который с по-

мощью замены переменных 02y x l= +  и некото-
рого преобразования приводим к совокупности
простых табличных интегралов вида

0

const d
d

my y⋅ ∫ ,

где 9 3m = − ÷ .
Во втором члене выражения (7) возникает ин-

теграл ( )
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, 02 1

0

( ) ln 2 d
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d l k
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j k k
l

x l xB x x l x
x l

−

+
−

+= +
+∫ , кото-

рый с помощью замены переменных 02y x l= +
и некоторого преобразования приводим к сово-
купности табличных интегралов вида

0

const ln( ) d
d

my y y⋅ ∫ .

В третьем члене выражения (7)  возникает ин-

теграл 
0

0

2
(3) 0
, 2 1

0

( ) ln d
( 2 )

d l k
j

j k k
l

x l xB x x x
x l

−

+
−

+=
+∫ , который по-

сле замены переменных 02y x l= + и некоторого
преобразования приводим к совокупности инте-
гралов вида
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0
0

const ln 2 d
d

my y l y⋅ −∫ .

Если учесть, что 0l d< , то точка 02y l=  при-
надлежит отрезку интегрирования. Последний ин-
теграл тоже является табличным и может быть
выписан в конечном виде, за исключением случая

1m = − , для которого имеется решение в виде ряда
[13].
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ON  SOME  PECULIARITIES  ARISING  IN  CALCULATING
NEAR-AXIS  AXIAL  ELECTROSTATIC  FIELDS.

I. FORTH  INTEGRATION  METHOD

S. I. Shevchenko

Institute for Analytical Instrumentation RAS, Saint-Petersburg

The paper presents a method of solving the axis problem related to the boundary integral equation method
where the integral equation is transformed into a matrix equation by collocation and forth integration. In form-
ing the matrix, especial attention has been given to the near-axis peculiarities of the integral equation kernel.


