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МЕТОДЫ  И  СХЕМЫ  АНАЛИЗА  СПЕКТРОВ  СИГНАЛОВ
НА  ОСНОВЕ  ОБОБЩЕННОЙ  МОДИФИКАЦИИ

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ  ФУРЬЕ

Модификация преобразования Фурье (ПФ) — вращаемое ПФ имеет собственные (отличные от ПФ) свойст-
ва, правила умножения и свертки сигналов, оказывается полезной при обработке нестационарных сигналов
в информационно-измерительных системах. Вращаемое ПФ (ВПФ) при некоторых условиях может быть бо-
лее эффективным, чем ПФ, в задачах мультиплексирования и фильтрации. Для спектрального анализа мето-
дом ВПФ проводится разработка схем, ориентированных на обработку различных типов сигналов. Это —
ряды ВПФ и ВПФ дискретного времени. Обе схемы являются обобщениями соответствующих
традиционных форм спектральной обработки сигналов методами ПФ.

ВВЕДЕНИЕ

Для анализа спектров методом преобразования
Фурье (ПФ) различных типов сигналов может ис-
пользоваться несколько схем: обычное ПФ (не-
прерывного сигнала), ряды Фурье, преобразование
Фурье дискретного времени, дискретное ПФ [1, 2].
Вместе с тем анализ Фурье корректно обеспечива-
ет получение частотных компонент сигнала только
на квазистационарных интервалах, а в практиче-
ских приложениях достаточно часто встречаются
информационно-измерительные системы (ИИС), в
которых сигналы нестационарны. В связи с этим
для обработки таких сигналов используются мето-
ды время-частотных и время-масштабных (вейв-
лет-) преобразований [3–6].  Для этой же цели мо-
жет применяться анализ на основе модифициро-
ванной формы преобразования Фурье — вращае-
мого ПФ, который позволяет выявить смешанные
временные и частотные компоненты сигнала.

Вращаемое преобразование Фурье (ВПФ) име-
ет собственные (отличные от ПФ) свойства, в том
числе аддитивность углового параметра ВПФ,
связь ВПФ с время-частотными преобразования-
ми, с преобразованием Радона и с традиционным
ПФ. Для операции ВПФ сигналов, умножения
двух сигналов в области ВПФ (или свертки сигна-
ла с импульсой передаточной функцией) также
свойственны особые правила [7–10].

Для обработки сигналов различных типов на
основе обобщенной модификации Фурье метод
ВПФ располагает двумя схемами анализа. Это
собственно ВПФ [7]  и дискретное вращаемое
преобразование Фурье (Д_ВПФ) [10, 11]. Такие
схемы анализа используются для непрерывных и
дискретных сигналов, и результат преобразований
соответственно непрерывный и дискретный. Если
следовать пути и логике развития схем традици-

онного ПФ, то представляется целесообразным
введение еще двух новых схем анализа сигналов
методом ВПФ — рядов вращаемого преобразова-
ния Фурье (Р_ВПФ) и  вращаемого преобразова-
ния Фурье дискретного времени (ВПФ_ДВ).1)

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ СИГНАЛА ВРАЩАЕМЫМ
ПРЕОБРАЗОВАНИЕМ ФУРЬЕ

Ядро преобразования по методу непрерывного
ВПФ определяется выражением:
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где α — угол вращения (параметр ВПФ).
Прямое Sα(u) и обратное ВПФ сигнала s(t) вы-

ражаются с помощью ядра ( , )K t uα   соотноше-
ниями (2) и (3):

( ) ( ) ( , )d ,S u s t K t u tα α

+∞

−∞
= ∫                    (2)

                                                
1) Следует отметить, что метод Д_ВПФ, разработаный
Сантанамом и Мак-Клеланом (Santhanam, McClellan)
[10], не обеспечивает полного соответствия со схемой
непрерывного ВПФ [7], поэтому при рассмотрении но-
вых схем анализа сигналов в рамках концепции обоб-
щенной формы преобразования Фурье (рядов ВПФ и
ВПФ дискретного времени) в качестве основы далее
будет использоваться метод ВПФ, усовершенствован-
ный Пэйем и Йехом (Pey, Yeh) [11].
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Свойства непрерывного ВПФ приведены в ра-
ботах [9, 12]. При построении новых схем анализа
сигнала методами рядов ВПФ и ВПФ дискретного
времени за основную область параметра α, опре-
деляющего вращение время-частотной плоскости,
принят интервал (0, /2)α π∈ .

РЯДЫ ВРАЩАЕМОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
ФУРЬЕ

Частотный спектр периодического сигнала со-
стоит из последовательности импульсов, поэтому
такой сигнал представляется в форме  ряда Фурье
(РФ) (4) , коэффициенты разложения которого оп-
ределяются выражением (5):
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где s(t) — периодический сигнал с периодом Т;
0 (2 / )Tω π= ; 1,0,1,.,..., ..,{ }n nC −=−∞ ∞  — коэффициенты

разложения сигнала в РФ.
Разложение в РФ может использоваться для

двух классов непрерывных сигналов:
• так может представляться апериодический

сигнал s(t), определенный на некотором интервале
[0, T]; в этом случае РФ сходится к периодическо-
му расширению s(t) на область как внутри, так и
вне [0, T], т. е. сходится к ( ), 0 1 2 ...s t n n , , ,+ = ± ± ;

• кроме того, РФ может использоваться для
представления периодического сигнала (с любым
периодом).

Для построения схемы рядов вращаемого пре-
образования Фурье (Р_ВПФ) удобно сначала по-
лучить ортогональный базис. Для этого использу-
ется аналогия с традиционным ПФ. В случае
обычного ПФ базисная функция — синусоида, в
результате ПФ дает δ-образный импульс. При ис-
пользовании аналогичной взаимосвязи базисные
функции ВПФ могут быть найдены так.

• Для импульсной функции ( )0t ntδ − , при-
надлежащей области ВПФ с параметром α, ее про-
образ во временнóй области выражается с по-
мощью обратного вращения время-частотной
плоскости, т. е. путем применения ВПФ с угловым
параметром –α:
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Этот прообраз может служить в качестве базисных
функций для Р_ВПФ, т. е. базисным набором мо-
жет быть набор 1,0, 1, ,..., ,...,{ ( )}n ntαϕ − +=−∞ ∞ , элементы ко-
торого определяются соотношением (7):

( )( ) ( )22
0 0

,

/ 2 ctg cosec

( )

1 ctg .
2

n

j t nt j nt t

t

j e

α

α α

ϕ

α
π

 − + +  

=

+=      (7)

Параметр t0  называется центральной частотой
базисного сигнала (7) в области ВПФ. Такое его
название связано с установленным ниже условием
t0 = 2 π (sin α/T ), которое необходимо для взаим-
ной ортогональности базисных функций и которое
показывает "пропорциональность" t0   1/T, где T —
область задания анализируемого сигнала.

• Базисные функции-сигналы у ВПФ являют-
ся так называемыми сигналами с быстро изме-
няющейся частотой (СБИЧ); это апериодические
сигналы, которым не может быть приписана ка-
кая-либо определенная частота. Поскольку сумма
апериодических компонент не может быть перио-
дической, рядами ВПФ представляют только сиг-
налы, определенные на конечной временнóй об-
ласти ("финитные" сигналы).1)

• Набор базисных сигналов (БС) (7) для раз-
ложения в Р_ВПФ при определенных условиях яв-
ляется ортонормальным. Это показывает интегри-
рование пары 2)  БС на интервале [ ]/ 2, / 2T T− :

( ) ( )( )2 2
0 0

0

/ 2
*

, ,
( / 2)

( / 2)cosec
/ 2 ctg ( )

( / 2)cosec

( ) ( )d

1 d ;
2

T

m n
T

T
j nt mt j m n t t

T

t t t

e e t

α α

α
α

α

ϕ ϕ

π

−

 − −  

−

=

=

∫

∫   (8)

из (8) получаем

/ 2
*

, ,
( / 2)

( ) ( )d
T

m n
T

t t tα αϕ ϕ
−

=∫

                                                
1) Ниже будет использоваться термин "базисные сигна-
лы", поскольку рассмотрение схем Р_ВПФ и ВПФ_ДФ
проводится в контексте обработки и анализа сигналов
(функций зависящих от времени), а свойства базисных
сигналов трактуются с точки зрения динамики их час-
тоты. Заметим, что в ИИС обычно обрабатываются фи-
нитные сигналы, поэтому далее будем говорить просто
о сигнале s(t).
2) В функциональном пространстве интегрирование па-
ры базисных сигналов по области их определения соот-
ветствует "произведению", которое обычно использует-
ся для проверки ортонормальности базиса (т. е. взаим-
ной "перпендикулярности"  при различных индексах
элементов базиса и наличия у них единичной длины).



МЕТОДЫ  И  СХЕМЫ  АНАЛИЗА  СПЕКТРОВ  СИГНАЛОВ...

НАУЧНОЕ ПРИБОРОСТРОЕНИЕ, 2006, том 16, № 4

99

( ) ( )( ) ( )

{ }

2 2
0 0 0

0

0

/ 2 ctg ( ) / 2 cosec

( ) cosec

cosec при ;
2

1
2 ( )

при .

j nt mt j m n t T

j m n t T

T m n

j m n t

e e

e m n

α α

α

α
π

π
 − −  

−

 =



×= −

× ×
× ≠

            (9)

(В преобразованиях, ведущих к получению вы-
ражений (8) и (9), использована замена перемен-
ных cosect t α= ).

• Чтобы ,nαϕ  удовлетворяли условию орто-
гональности, правая часть в (9) при  m n≠  должна
быть равна нулю. Это условие может быть удовле-
творено, только когда ( )0 2 sin /t Tπ α= . Кроме то-
го, можно разделить каждую ,nαϕ  на величину

1 cosec(2 ) T απ −  и получить ортогональный базис
,{ }nαϕ  для Р_ВПФ:
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где ,..., 1,0,1,...,n = −∞ − ∞ .  Так что набор (множе-
ство)  ; 1 ;0 ;1{..., , , ,...}α α αϕ ϕ ϕ−  составляет базис орто-
гональных сигналов.

Приведем еще два замечания.
1) Текущее значение "мгновенной" частоты

БС может быть получено вычислением производ-
ной от фазы, поэтому текущая частота БС опреде-
ляется выражением

, ( ) ctg 2 /n t t n Tαω α π= − + .              (11)

Из (11) видно, что каждый  БС является СБИЧ
с постоянной скоростью изменения частоты
( ctgt α− ).

2) Представление (финитного) сигнала в виде
Р_ВПФ интерпретируется как разложение на со-
ставляющие элементы (гармоники)  — СБИЧ.

Таким образом, разложение сигнала s(t) в ряд
по вращаемому преобразованию Фурье со значе-
нием углового параметра α представляется соот-
ношением:
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где ,nCα  — коэффициенты разложения в Р_ВПФ
с параметром α.3)

Коэффициенты разложения сигнала в Р_ВПФ
определяются выражением (13)4) :
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Разложение в Р_ВПФ может использоваться для
представления апериодичного сигнала s(t), кото-
рый определен на конечном интервале (в (13) при-
нят интервал [ ]/ 2, / 2T T− ).

Свойства Р_ВПФ систематизированы Пэйем—
Йехом [11, 13] и показаны в табл. 1. Эти свойства
в определенной степени сходны со свойствами
ВПФ непрерывного сигнала. Немного позднее
(после анализа ВПФ_ДВ) будет проведено сопос-
тавление свойств сдвига и модуляции для Р_ВПФ
и для рядов обычного преобразования Фурье, а
также сопоставление свойства ВПФ_ДВ и ПФ_ДВ.
Такие сопоставления будут даны в табл. 3.

Этими же авторами установлена взаимосвязь
и соотношение между коэффициентами разложе-
ния сигнала в Р_ВПФ и значением ВПФ самого
сигнала (при определенным образом масштабиро-
ванном аргументе ВПФ):

,
2 sin 2 sinnC S n

T Tα α
π α π α =   

,             (14)

                                                
3) В рамках методов ВПФ как обобщенной формы пре-
образования Фурье обычные ряды Фурье являются ча-
стным случаем Р_ВПФ, соответствующим значению
α = π/2. Базисные сигналы обычного РФ — это сину-
соидальные гармоники (на время-частотной плоскости
они представляются горизонтальными линиями).
4) Строго говоря, в терминах функционального анализа
(13) является произведением сигнала и базисного сиг-
нала ( ), tnϕα , причем под интегралом (в произведении)
второй множитель берется в комплексно-сопряженной
форме, т.е.   , ( )n tαϕ ∗ .
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где ,nCα  — коэффициент разложения сигнала s(t)
в Р_ВПФ Sα — ВПФ этого сигнала.

Из (14) видно, что интервал отсчетов зависит
как от α (параметра ВПФ), так и от T (длины ин-
тервала, являющегося областью определения сиг-
нала).  При этом, когда интервал Т для вычисления
Р_ВПФ значительно возрастает (в предельном
случае →∞ ), интервал отсчетов коэффициентов
разложения стремится к нулю. Поэтому по мере
возрастания интервала Т  Р_ВПФ будет постепен-
но переходить просто в ВПФ сигнала, а в предель-
ном случае ( ~T ∞ ) Р_ВПФ эквивалентен вращае-
мому преобразованию Фурье сигнала.

ВРАЩАЕМОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ
ДИСКРЕТНОГО ВРЕМЕНИ

Известный метод ПФ дискретного времени
(ПФ_ДВ) обеспечивает процедуры вычисления
частотных компонент дискретного сигнала. Обыч-
ное определение ПФ_ДВ представляется в форме
с нормализацией частоты [2]. Это придает методу
независимость от интервала квантования анализи-
руемого сигнала и приводит выражение ПФ_ДВ
к формуле для периодической функции с перио-
дом 2π.

ПФ_ДВ без нормализации частоты дает перио-
дический результат преобразования с периодом
2π/T1, где T1 — интервал дискретизации сигнала.

Определение прямого и обратного ПФ_ДВ без
нормализации частоты отсчетов сигнала выража-
ется соотношениями (15) и (16):
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При формировании ВПФ_ДВ, являющегося
обобщением обычного преобразования Фурье
дискретного времени, необходимые преобразова-
ния удобнее осуществлять на основе выражений
(15) и (16) (т. е на основе определения прямого
и обратного ПФ_ДВ без нормализации частоты
отсчетов сигнала).

Построение метода ВПФ_ДТ использует два
положения, первое из которых традиционное, а
второе имеет специфику, свойственную процеду-
рам аналитического развития схемы ВПФ_ДТ:

• сигнал s(n) получен из сигнала s(t) с огра-
ниченной частотной полосой  путем дискретиза-
ции его по времени с интервалом T1;

• при построении ВПФ_ДТ роль временнóй
и частотной осей у Р_ВПФ взаимно заменяется;
делается это для удобства определения ВПФ_ДТ;
это значит, что дискретные отсчеты во временнóй
области трактуются как коэффициенты Р_ВПФ
в частотной области.

Табл. 1. Свойства рядов вращаемого преобразования Фурье

Вид свойства Р_ВПФ Формализованное представление свойства
Изменение отсчета  времени
сигнала

    Р_ВПФ[s(–t)]  Cα,(–n)

Комплексное сопряжение сиг-
нала

    Р_ВПФ[s*(t)]  j(C –α,,n)*

Сдвиг сигнала по времени на
величину τ (кратную относи-
тельно (2 tg ) /Tπ α )

0(2 tg ) / ; целое; (2 sin ) / ;k T k t Tτ π α π α= − =

 Р_ВПФ[s(t – τ)]
2

0sin cos sin
2

,

j jnt

n kC e
τ α α τ α

α

− −

−

Модуляция сигнала
 ( ( )s t 0( ) jmt ts t e ) Р_ВПФ[ 0( ) jmt ts t e ]

2
0

0
( ) sin cos cos

2
,( sin )

mtj jmnt

n mC e
α α α

α α

− +

− ,

где t0=2π(sinα)/T;  ( sin )n m α− — целое

Масштабирование сигнала
   (s(t)  s(ct)) Р_ВПФ[s(ct)]

2 2
40

2
( ) ctg sin

2 sin
, 2

sin 1 ctg
sin ctg

j nt
c

n
jC c e

c j

β β
α

β
α α
β α

 
−   −×

−

Соотношение Парсеваля ;mα π≠ m — целое; 2 2
,| | | ( ) | dn Tn C s t tα

∞
−∞ =∑ ∫=
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Логическая последовательность построения
ВПФ_ДТ  включает следующие этапы.

• Выполняется разложение спектральной
функции S(–ω) сигнала s(t) в Р_ВПФ с параметром
(π/2 + α).5)  Эта  концепция  показана  на рисунке.
Выбор  спектра S(–ω)  (вместо S(ω)) объясняется
тем, что разложение S(–ω) в Р_ВПФ с положи-
тельным значением параметра ((π/2) + α) может
облегчить сложность преобразований, связанных с
построением схемы  ВПФ_ДВ [13].

• С помощью (12) осуществляется представ-
ление спектра сигнала с дискретными отсчетами
в форме выражения (17):

( )

( )( )

( / 2) ,
1

2

2

1

1

sin cos
2 2( )

2 /

2exp sin ( / 2)
2 /

21/ 2ctg ( / 2)
2 /

n
n

j
S C

T

j n
T

jn
T

π α

π πα α
ω

π

πω π α
π

ππ α ω
π

∞

+
=−∞

   + + +      − = ×

      × − + + ×        
  × + + = 

  

∑

                                                
5) Отметим, что спектральная функция берется для про-
тивоположного отсчета аргумента, т. е.  S(–ω).

( )( )( )

( / 2) ,
1

22
1 1

cos sin
2 /

exp cos / 2 tg .

n
n

jC
T

j nT jn T

π α
α α
π

ω α α ω

∞

+
=−∞

 −= ×∑ 


 × + +   
    (17)

• С помощью (13) вычисляются коэффициен-
ты  разложения Р_ ВПФ:

1

1

( / 2) ,

/
1

( / )

2 2 2 2
1

1

[ ]

( ) (cos sin )
2

cosexp tg
2

exp[ ]d ;

n

T

T

D n C

TS j

n Tj

jn T

α π α

π

π

ω α α
π

ω α α

ω ω

+

−

= =

= + ×

 +× − × 
 

× −

∫

       (18)

далее из (18)

[ ]

1

1

2 2
1 1

/
2

( / )

1

[ ]

cos sin exp sin cos
2 2

[ ] exp ( / 2) tg

exp ( ) d

T

k T

D n

T n Tj j

s k j

j T k n

α

π

π

α α α α
π

ω α

ω ω

∞

=−∞ −

=

  
= + − ×  

 

 × − × 

× −

∑ ∫
 (19)

и затем из (19)

1

2 2
1

[ ]

1 ctg cos
2 2

exp sin cos
2

[ ]Г( , , ),

D n

T j

n Tj

s k n k

α

α α
π

α α

α
∞

−∞

=

−= ×

  
× − ×  

  

×∑                 (20)

где [ ]D nα  является  ВПФ_ДВ дискретного сиг-
нала s[k]; / 2mα π π≠ +  (m — целое). Кроме то-
го, в (20) введено обозначение для функции
Г( , , )n k α , которая  выражается через функцию
плотности распределения вероятности (ФРВ)
("функцию ошибок"):

S(–ω)

S(ω)

π/2 +α

α

К концепции использования спектра сигнала в ви-
де S(–ω) при построении преобразований для по-
лучения вращаемого преобразования Фурье дис-
кретного времени
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( )( )( )2 2
221 1

1
1 1

Г( , , )

tg ( ) tg ( )ФРВ ФРВ exp / 2 ctg ,
2 tg 2 tg

n k

T n k T n kj j j T k n
T j T j

α

π α π α α
α α

=

    − + − + − = − + × −            

       (21)

где ФРВ (для гауссовой плотности — так называемого нормального распределения) определяется из-
вестным выражением

2

0

2ФРВ( ) exp( )d
x

x u u
π

= −∫ .                                                                          (22)

Соотношение (18) обеспечивает метод для вы-
числения ВПФ_ДВ на основе сигнала, заданного
в частотной области. Соотношение (20) — способ
получения  ВПФ_ДВ из временнóй формы сигнала
({s[k]k=...–1,0,1,…}).

При α = 0 результат преобразования [ ]D nα  бу-
дет соответствовать начальному сигналу x[k]. Од-
нако при α = mπ + π/2 преобразование становится
обычным преобразованием Фурье дискретного
времени.

Обратное ВПФ_ДВ вычисляется на основе со-
отношения:

1

2 2
1

1 ctg[ ] cos
2 2

exp sin cos
2

[ ]Г( , , ) ,

T js n

n Tj

D k n kα

α α
π

α α

α
∞

−∞

+= ×

  
× − ×  

  

× −∑               (23)

где вспомогательная функция Г( , , )n k α  определе-
на соотношением (21).

Из (23) видно, что первоначальный сигнал мо-
жет быть восстановлен из ВПФ_ДВ со значением
параметра (–α). Подобно тому как в случае Р_ВПФ
при значительном уменьшении интервала дискре-
тизации T1 (в пределе при T1 → 0 ) результат
ВПФ_ДВ может быть получен с использованием
отсчетов ВПФ:

1 1[ ] cos ( cos ),D n T S nTα αα α=            (24)

где ( )Sα ⋅  — ВПФ сигнала со специальной формой
отсчетов при параметре α.

Из (24) видно, что расстояние между отсчетами
("интервал дискретизации") ВПФ_ДВ  будет ста-
новиться меньше, когда угловой параметр α при-
ближается к значению, равному  (mπ+(π/2)) с це-
лым m.  Если параметр α равен (mπ+(π/2)), то рас-
стояние между отсчетами ВПФ_ДВ становится
нулевым. Это отвечает известному результату, со-
стоящему в том, что в этом случае выход
ВПФ_ДВ является непрерывной функцией.

Свойства ВПФ_ДВ, систематизированные в
табл. 2, подобны свойствам Р_ВПФ, за исключе-
нием того, что угловой параметр должен быть из-
менен.

Аналогично случаю Р_ВПФ свойства ВПФ_ДВ,
относящиеся к модуляции и к сдвигу, выполняют-
ся при некоторых ограничениях,  и они отдельно
собраны в табл. 3 с сопоставлением их со свойст-
вами этого типа у ПФ_ДВ. В первой части  табл. 3
(она упоминалась выше) показаны свойства, отно-
сящиеся к модуляции и к сдвигу для Р_ВПФ, дано
их сопоставление с соответствующими свойства-
ми РФ и вид ограничений, при которых эти свой-
ства выполняются.

В табл. 4 показаны типы сигналов различных
схем ВПФ, разработанных до самого последнего
времени [13]. Для сравнения в последнем столбце
таблицы показаны типы схем традиционного пре-
образования Фурье. Среди четырех таких схем

• обычное (ПФ), являющееся первичным
методом;

• РФ — дискретные, апериодические;
• ПФ_ДВ — непрерывные, периодические;
• Д_ПФ, которое определено для дискрети-

зованного по времени и периодического сигнала
и дает в результате дискретный и периодический
спектр [2]. Поэтому типы первоначальных сигна-
лов и преобразований для Д_ПФ относятся  как к
дискретизованному, так и периодическому видам.
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Табл. 2. Свойства вращаемого преобразования Фурье дискретного времени (ВПФ_ДВ)

Вид свойства ВПФ_ДВ Формализованное представление свойства

Изменение отсчета  аргумента ВПФ_ДВ[s(–n)]  Dα[–n]
Комплексное сопряжение сиг-
нала ВПФ_ДВ[s*(n)]  j (D*

–α[n])
Сдвиг сигнала по времени на
величину τ ВПФ_ДВ[s(n – τ)]

2
20
0

( )
sin cos sin

2[ cos ]
j jn

D n e
τ ω

α α τω α

α τ α
−

− ,

0 1 cos и ( cos )T nω α τ α= − — целые
Модуляция сигнала
 ( [ ]s n 1[ ] jn Ts n e τ ) ВПФ_ДВ[ 1[ ] jn Ts n e τ ]

2

0
( ) sin cos cos

2[ ]
j j n

D n k eα

τ α α ω τ α− +
− ,

1 ctgk Tτ α= × , где переменная k — целое число

Соотношение Парсеваля ( / 2)mα π π≠ +  и m — целое 2 2[ ] [ ]
n n

s n D nα

∞ ∞

=−∞ =−∞
=∑ ∑

Табл. 3. Ограничения для свойств сдвига и модуляции у Р_ВПФ и ВПФ_ДВ

Вид преобразования Свойство сдвига Свойство модуляции

Ряд вращаемого преобра-
зования Фурье  (Р_ВПФ)

s(t – τ),
(2 / ) tg ,k Tτ π α=  k — целое

s(t)e jνt ,
ν = k(2π/T), k — целое

Ряд Фурье s(t – τ),  τ — произвольное s(t)e jνt ,
ν = k(2π/T),  k — целое

Вращаемое преобразование
Фурье дискретного времени
(ВПФ_ДВ)

s(n – τ),
τ  и  (τ cos α) — целые числа

1( ) jn Ts n e ν ,

ν = kT1 cos α,  k — целое

Преобразование Фурье дискрет-
ного времени (ПФ_ДВ)

s(n – τ),
τ — целое

1( ) jn Ts n e ν ,  ν — произвольное

Тип ВПФ_ДВ, построенный по обсуждавшейся
выше логике, является дискретным и апериодиче-
ским в области ВПФ (при угловом параметре
0 < α < π/2) и имеет там "бесконечную область оп-
ределения".6) Кроме того, получаемая для

                                                
6) Возможна также логика построения ВПФ_ДВ, осно-
ванная на ВПФ сигнала s(t) ( ( ))s tα =F

( ){ }( )n s n t nα= δ −∑F . Такое определение приводит в
области ВПФ к непрерывному результату, но он не бу-
дет обладать хорошими граничными условиями  для
случая 0α ≈ . Поэтому использованная в статье логика
более удобна, т. к. обеспечивает получение дискретно-
го, апериодического ВПФ_ДВ с "бесконечной областью
определения" в области ВПФ.

ВПФ_ДВ дискретизация (интервал между отсче-
тами) составляет 1 cosT α . Причем, если α = mπ +
+ π/2, то интервал отсчетов ВПФ_ДВ становится
нулевым (точнее стремится к нулю) и ВПФ_ДВ
будет сводиться к обычному дискретному преоб-
разованию Фурье (ДПФ). Близкая ситуация возни-
кает и в случае Р_ВПФ: интервал отсчетов состав-
ляет 2 sin /Tπ α  и он становится нулем при α =mπ,
так что в результате получается непрерывный сиг-
нал. (Для полноты сопоставления различных схем
(набора методов), связанных с ПФ, ДПФ, Р_ПФ,
ВПФ_ДВ, последняя строка в табл. 4 показывает
тип данных дискретного вращаемого преобразова-
ния Фурье (Д_ВПФ), которое детально не обсуж-
далось в нашей статье).
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Табл. 4. Типы сигналов, получаемых в результате применения различных схем их анализа при
использовании нескольких форм преобразований на основе традиционного и вращаемого пре-
образований Фурье

Схема  преобразования Временнáя область
α = 0

Область ВПФ
0 < α < π/2

Частотная область
α = π/2

Вращаемое преобразование
Фурье  (ВПФ)

Непрерывный Непрерывный Непрерывный
(ПФ)

Ряд ВПФ (Р_ВПФ) Непрерывный, перио-
дический

Дискретный, апе-
риодический

Дискретный, апе-
риодический (РФ)

Вращаемое преобразование
Фурье дискретного времени
(ВПФ_ДВ)

Дискретный, аперио-
дический

То же Непрерывный, пе-
риодический
(ПФ_ДВ)

Дискретное ВПФ Дискретный, перио-
дический

Дискретный Дискретный, пе-
риодический
(ДПФ)

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исходя из проведенного анализа, может быть
отмечен ряд положений.

• Ряды вращаемого преобразования Фурье
(Р_ВПФ) являются обобщением традиционных
рядов Фурье; это обобщение построено на основе
модифицированной формы ПФ, называемой вра-
щаемым преобразованием Фурье.

• Коэффициенты разложения в такой ряд (в
ряд вида Р_ВПФ) являются величинами отсчетов
ВПФ.

• Отсчеты у огибающей коэффициентов
Р_ВПФ становятся все более тесно расположен-
ными  по мере того как возрастает общий интер-
вал Т вычисления этих коэффициентов. Когда ин-
тервал вычисления приближается к бесконечно-
сти, Р_ВПФ сходится к вращаемому преобразова-
нию Фурье.

• Вращаемое преобразование дискретного
времени (ВПФ_ДВ) является обобщением тради-
ционного ПФ_ДВ и может быть получено дуаль-
ным разложением Р_ВПФ. Дискретное ВПФ
(Д_ВПФ) может обеспечить метод для вычисления
вращаемого преобразования Фурье для дискрет-
ных сигналов. С помощью алгоритма ВПФ_ДВ
может быть реализован анализ дискретных сигна-
лов на основе метода ВПФ.
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METHODS  AND  SCHEMES  FOR  SIGNAL  SPECTRUM  ANALYSIS
BASED  ON  GENERALIZED  MODIFICATION

OF  THE  FOURIER  TRANSFORM

A. V. Merkusheva, G. F. Malychina

Saint-Petersburg

Modification of the Fourier transformation (FT) — rotational FT has its own (different from FT) properties,
specific rules for signal multiplication and convolution; it is useful for processing the non-stationary signals in
information-measurement systems.  Rotational FT (RFT) in some conditions may be more efficient than FT in
the problems of multiplexing and filtering. For spectral analysis by means of the RFT method, we developed the
schemes oriented to processing different types of signals. These are the RFT series and discrete time RFT. Both
schemes are the generalization of corresponding traditional forms of signal processing by means of FT.


