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УДК 534.23

 Б. П. Шарфарец

О  ВОЗМОЖНОСТИ  АППРОКСИМАЦИИ
ПОКАЗАТЕЛЯ ПРЕЛОМЛЕНИЯ

В  ДВУМЕРНО-НЕОДНОРОДНОМ  ПРОСТРАНСТВЕ

Приведены выражения, позволяющие представить логарифм показателя преломления в двумерно-неодно-
родной среде в виде суммы гармонической и негармонической функций. На примере трехмерного клина,
расчет поля в котором приводит к системе двумерных уравнений Гельмгольца, продемонстрировано, что не-
гармонические составляющие логарифмов показателей преломления этих уравнений остаются пренебрежи-
мо малыми  в достаточно широком диапазоне углов раскрыва клина.

ВВЕДЕНИЕ

Настоящая работа является продолжением ра-
боты [1], в которой было показано, что в случае,
если в конечной области 2RD∈  неоднородного
двумерного пространства, включающей протя-
женный излучатель, показатель преломления
n(x,y) , Dyx ∈,  подчиняется условию: ),(ln yxn —
гармоническая функция, то поле излучателя в ос-
тавшейся области DR \2  в неособых точках мо-
жет быть представлено в виде геометрооптическо-
го ряда. Однако на практике это условие может не
выполняться. Тогда возникает задача представле-
ния в области D  функции ),(ln yxn  в виде суммы
гармонической и негармонической составляющих,
и, если последняя много меньше по абсолютной
величине, чем гармоническая составляющая, то
следует ожидать, что поле протяженного излуча-
теля в области DR \2  по-прежнему достаточно
точно опишется геометрооптическим рядом.

Таким образом, возникает задача представле-
ния

)()()( rrr φϕ +=u , Dyx ∈= ),(r ,                (1)

где ),(ln yxnu = , ϕ  — гармоническая функция,
функции )(, 2 DCu ∈φ , и если представление (1) не
единственно, то возникает задача его оптимизации
в каком-либо смысле.

О ЕДИНСТВЕННОСТИ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ
ФУНКЦИИ В ВИДЕ СУММЫ ГАРМОНИЧЕСКОЙ
И НЕГАРМОНИЧЕСКОЙ СОСТАВЛЯЮЩИХ

Вначале выясним вопрос о единственности
представления (1). Пусть в конечной области

2RD∈  с кусочно-гладкой границей задана функ-

ция )()( 2 DCu ∈r  (отметим, что на границе S  об-
ласти D  требования к гладкости )(ru  могут быть
ослаблены). Необходимо выяснить вопрос о един-
ственности представления (1).

Для решения этого вопроса воздействуем на
сумму (1) оператором Лапласа

φϕ ∆+∆=∆u . (2)

Учитывая, что для гармонической функции ϕ
справедливо уравнение Лапласа

0=∆ϕ ,

имеем
)(rfu −=∆+∆=∆ φϕ , (3)

где
)(rf−=∆φ ,  D∈r .

Известно, что при сделанных допущениях
справедлива следующая формула Грина в виде
трех логарифмических потенциалов [2]
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В приведенном выражении интегралы по гра-
нице (потенциалы простого и двойного слоев)
представляют собой гармонические внутри облас-
ти D  функции, и лишь первый интеграл (потенци-
ал площади) гармонической функцией не является
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и исчезает в случае, если функция u  является
гармонической [2].

Таким образом, негармоническая составляю-
щая представления (4) функции u  определяется
с учетом замены лапласиана в потенциале площа-
ди на правую часть из (3) в следующем виде:

11
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π
φ . (5)

Покажем далее, что разложение (4) может быть
получено как результат решения внутренней зада-
чи Дирихле для уравнения Пуассона (3) со сле-
дующим краевым условием:

)()( 0 rr uu
S = . (6)

Решение задачи (3), (6) единственно и равно [2]
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После подстановки в (7) вместо функции G  ее
значения в виде суммы (8), преобразования инте-
грала
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учета равенства (9) для функции g  на границе, ее
симметрии по обеим переменным и гармонично-
сти в области D  [2] приходим от решения (7) за-
дачи Пуассона с условием Дирихле в точности
к сумме (4) негармонической (5) и гармонической
составляющих. Единственность решения соответ-

ствующей задачи Дирихле для уравнения Пуассо-
на (3), (6) подтверждает единственность разложе-
ния (4).

Отметим далее, что подстановка негармониче-
ской составляющей φ  (5) в интегралы по границе
(гармоническую составляющую) формулы Грина
(4) приводит к ожидаемому результату
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что говорит о полном отсутствии в этой функции
гармонической составляющей. Этот результат лег-
ко получается после подстановки в последний ин-
теграл выражения (5), изменения порядка интег-
рирования и применения второй формулы Грина
[2, с. 329] к функциям ),( 1rrΕ  и ),( 2rrΕ .

Таким образом, выражение (4) представляет
собой искомое единственное разложение исход-
ной функции u  в виде суммы гармонической и
негармонической составляющих.

Поскольку вопрос о единственности представ-
ления (1) решен положительно, то гармоническую
составляющую нет необходимости вычислять из
(4). Достаточно вычислить )(rφ  из более простого
выражения (5) и, воспользовавшись (1), найти
гармоническую составляющую ϕ  в виде

)()()( rrr φϕ −= u .

Это тем более целесообразно, что не всегда
может быть необходимо точно вычислять и инте-
грал (5), а достаточно получить его мажорантную
оценку при максимальном по абсолютной величи-
не значении функции )(rf . Так, например, в слу-
чае, когда const)( == ρrf , а D  представляет со-
бой круг 222 Ryx ≤+ , справедлива оценка [3]

)
2

ln(
2
1)(

22
2 rRRRr −−−= ρφ .          (10)

ВЫДЕЛЕНИЕ ГАРМОНИЧЕСКОЙ
СОСТАВЛЯЮЩЕЙ ПОКАЗАТЕЛЯ
ПРЕЛОМЛЕНИЯ В ТРЕХМЕРНОМ

ОКЕАНИЧЕСКОМ КЛИНЕ

Рассмотрим соотношения между негармониче-
ской и гармонической составляющими логарифма
показателей преломления на примере простейшего
трехмерного нерегулярного волновода, представ-
ляющего собой жидкий клин с абсолютно мягкой
верхней и абсолютно жесткой нижними граница-
ми. Ось Ox  направлена по ребру клина, ось Oy
перпендикулярна ребру клина с началом коорди-
нат на ребре клина. Раствор угла клина 02.0=α .

(8)
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В волноводе на глубине 0z  расположена горизон-
тальная линейная антенна, ориентированная вдоль
оси Oy . Центр антенны находится на удалении
30 км от ребра клина. Поле такой антенны в клине
описано в работе [4]. После квазиразделения пе-
ременных в клине расчет поля антенны сводится
к решению конечного числа двумерных уравнений
Гельмгольца вида [5]:

)(d)()]([ 2
2 rr nnn y −=Ψ+∆ ξ ,  Nn ,1∈ ,     (11)

где N — число мод в области апертуры антенны;
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Получим средние оценки гармонической и не-
гармонической  составляющих функции )(yln  для

средней по апертуре антенны глубины волновода
3000 =H  м.

Вводя обозначения 

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При частоте Гц15=f  в области апертуры ан-
тенны существует шесть однородных нормальных
волн. В табл. 1  сведены средние значения функ-
ций )(yln , 22 /)( yyln ∂∂  и их отношения

)(/)/)(( 22 ylyyl nn ∂∂  при 0)( HyH =  для каждой
из них.

Если подставить значения функции
22 /)()( yylf n ∂−∂=∆−== φρ r  из второй строчки

табл. 1 в формулу (8) и проводить интегрирование
в сегменте круга шириной l , включающего ан-
тенну, то получающаяся величина интеграла при
условии, что Rl << , примерно в lR 2π  раз мень-
ше значения негармонической составляющей для
круга радиусом R , полученной из формулы (10)
(этот факт подтвержден численными эксперимен-
тами).

Табл. 1. Результаты расчета для H0 =300 м, f = 15 Гц

Номер
моды n

)(yln
22 /)( yyln ∂∂

)(
/)( 22

yl
yyl

n

n ∂∂

1 3105.3 −⋅− 11103.2 −⋅− 9107.6 −⋅

2 2102.3 −⋅− 10103.2 −⋅− 9103.7 −⋅
3 2105.9 −⋅− 11109.7 −⋅− 9104.8 −⋅
4 1101.2 −⋅− 9103.2 −⋅− 8101.1 −⋅
5 1101.4 −⋅− 9101.8 −⋅− 8100.2 −⋅
6 1102.9 −⋅− 8109.7 −⋅− 8106.8 −⋅
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Табл. 2. Средние отношения негармонической составляющей
функции )(yln  к ней самой для шести мод в зависимости от дли-
ны антенны

Длина антенны, мНомер
моды n

2000 4000 8000
1 5102.2 −⋅ 5109.4 −⋅ 4101.1 −⋅
2 5103.2 −⋅ 5102.5 −⋅ 5102.5 −⋅
3 5107.2 −⋅ 5100.6 −⋅ 4103.1 −⋅
4 5106.3 −⋅ 5101.8 −⋅ 4107.1 −⋅
5 5105.6 −⋅ 4104.1 −⋅ 4101.3 −⋅
6 4107.2 −⋅ 4107.2 −⋅ 3103.1 −⋅

В табл. 2 приведены средние отношения негар-
монической составляющей функции )(yln  к ней
самой для всех шести мод в зависимости от длины
антенны (2000, 4000, 8000 м). Ширина сегмента
принималась равной 2/π=l .

Как видно из таблицы, негармоническая со-
ставляющая на 3–5 порядков меньше логарифма
показателя преломления для каждой из мод, что
позволяет считать эти функции практически гар-
моническими, что разрешает использовать техни-
ку геометрооптических представлений, развитую
в работе [1].

Заметим:
1) как следует из выражения (12), при увели-

чении величины α на порядок, величина негармо-
нической составляющей растет на два порядка,
однако, как видно из табл. 2, по-прежнему остает-
ся намного меньше гармонической составляющей.

2) область D  в рассмотренных рассуждениях
должна быть ограниченной, т. к. по аналогу тео-
ремы Лиувилля для гармонических функций [2] не
существует ограниченной во всем пространстве

2R  гармонической функции, отличной от кон-
станты и вследствие ограниченности показателя
преломления во всем пространстве его гармониче-
ская составляющая при неограниченном D  может
быть только постоянной.
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ABOUT  THE  POSSIBILITY  OF  APPROXIMATION
OF  THE  INDEX  OF  REFRACTION  IN  THE  TWO-DIMENSIONAL

NON-UNIFORM  SPACE

B. P. Sharfarets

Saint-Petersburg

The expressions allowing one to present the logarithm of an index of refraction in two-dimensional non-
uniform environment as a sum of harmonic and non-harmonic functions are given. By the example of a three-
dimensional wedge, in which the calculation of the field of a directed source results in a system of two-
dimensional Helmholtz’ equations, it is shown that non-harmonic components of the refraction index logarithms
in these equations remain negligible in a wide enough range of wedge opening corners, which permits one to
obtain solutions in the form of geometric-optical series.


