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КЛАСCЫ  ПРЕОБРАЗОВАНИЙ  НЕСТАЦИОНАРНОГО
СИГНАЛА  В  ИНФОРМАЦИОННО-ИЗМЕРИТЕЛЬНЫХ  СИСТЕМАХ.

II.  ВРЕМЯ-ЧАСТОТНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Представлены аналитическая форма и характеристики время-частотных преобразований, являющихся сред-
ством анализа нестационарных сигналов, в том числе большинства сигналов в информационно-
измерительных и информационно-управляющих системах. В примерах двумерное  представление модель-
ных сигналов при преобразованиях Зака и Вигнера сопоставлено с традиционным методом кратковременно-
го преобразования Фурье. Дана систематизация и взаимосвязи преобразований время-частотного класса.

ОБЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯ

Совершенствование вычислительных средств,
развитие существующих и разработка новых ма-
тематических методов позволяют применять
в информационно-измерительных системах (ИИС)
для анализа нестационарных сигналов время-
частотные преобразования. Такие преобразования
локализуют по времени каждую частотную ком-
поненту сигнала и таким образом дают полное
представление о динамике его частотного спектра.

Существует несколько разновидностей время-
частотных преобразований (ВЧП), которые пред-
ставлены во многих статьях, посвященных интен-
сивно развивающемуся научному направлению —
Signal processing. Анализ и систематизация время-
частотных преобразований направлены на воз-
можность их более широкого применения в при-
кладных исследованиях, включающих обработку
нестационарных процессов в ИИС, а также имеют
целью способствовать более полной (а возможно,
и более корректной) интерпретации исследуемых
явлений, порождающих эти процессы.

Вместе с тем к ИИС, реализующим контроль, об-
работку, анализ и интерпретацию нестационарных
сигналов (а также управление — в качестве реакции
системы) относится подавляющее большинство ин-
формационных и управляющих систем (ИУС). Су-
ществует тенденция постепенной интеллектуализа-
ции всех фаз функционирования системы и всех
этапов формирования информационной базы для
выработки решения, а также практика передачи сис-
теме самой процедуры принятия решений. В связи
с этим становится особенно актуальным расширение
методической базы для  новых усложненных форм
преобразования измерительной информации
в ИИС—ИУС и, в частности, двумерной формы
представления сигнала, которую предоставляют ме-
тоды время-частотных преобразований.

В предшествующей статье [1] представлены
элементы теории, которые лежат  в основе всех
преобразований нестационарных сигналов в ИИС,
показана взаимосвязь преобразований, общность
их выражения с помощью ядра и требования на
соотношения, ограничивающие аналитический
вид ядра, которые могут обеспечить те или иные
полезные свойства  время-частотного преобразо-
вания. Показаны методы построения некоторых
видов преобразований. Представляется, что это
может служить базой для расширенного анализа
видов и модификаций семейства время-частотных
преобразований.

Принятая форма изложения позволяет исполь-
зовать статью даже без знакомства с предшест-
вующим материалом.

В приложении дана сводка формул преобразо-
ваний, в ссылках на них в тексте перед номером
стоит буква П.

ЛИНЕЙНЫЕ ВРЕМЯ-ЧАСТОТНЫЕ
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Развитие методов время-частотных преобразо-
ваний (ВЧП) и их модификаций, относящихся
к классу время-масштабных преобразований, свя-
зано с работами Габора, Вигнера, Вилле, Пейджа,
Моэла, Коэна, Мейера, Маллата, Добеши [2–11].
Для результата преобразования применяется также
термин "время-частотное распределение", который
ассоциируется с двумерным вероятностным рас-
пределением энергии сигнала по времени и часто-
те [4, 12]. Распределение по времени и частоте, как
результат преобразования, не всегда имеет свойст-
ва распределения в вероятностном смысле. Не все
преобразования дают положительные распределе-
ния с правильными маргиналами, т. е. с правиль-
ными частными распределениями энергии сигнала
отдельно по времени и по частоте (при проинтег-
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рированной второй переменной распределения).
Наличие правильных маргинальных распределе-
ний желательно, т. к. расширяет возможности ин-
терпретации результатов применения ВЧП.

К ранним формам ВЧП относится  преобразо-
вание Габора (Gabor) [13–16]. Это ВЧП основано
на локализации сегмента сигнала с помощью окна

( ) }/)(exp{)( 221
atath −−=−

−
τπτ  и на после-

дующем преобразовании Фурье этого сегмента.
Окно эквивалентно гауссиану, в котором

2a=σ .  Обратное преобразование Габора реа-
лизуется по аналогичной схеме в соответствии со
вторым соотношением (П1) из сводки формул.

Развитие преобразования Габора состояло в ис-
пользовании различных функций для окна и при-
вело к кратковременному преобразованию Фурье
(КПФ) [17, 18] — (выражение (П2) в сводке).
Квадрат модуля КПФ получил название спектро-
граммы. Подобная по концепции спектрограмма
может основываться и на других ВЧП. Подход,
использованный в преобразованиях Габора и
КПФ, позволяет улучшить частотное разрешение
за  счет сужения окна в частотной области и, сле-
довательно,  расширения его во временнóй облас-
ти, а это ведет к ухудшению временнóго разреше-
ния. Имеется и обратная картина, т. е. сужение
временнóго окна ведет к расширению его частот-
ного образа и к ухудшению разрешения по часто-
те. Если изменения состава частотных компонент
сигнала происходят достаточно быстро (имеет ме-
сто кратковременная нестационарность), то спек-
трограмма неадекватна задаче обработки такого
сигнала.

К линейным преобразованиям относится ВЧП
Зака (Zak) [19, 20], вид которого представлен вы-
ражениями (П3) в сводке. Преобразование имеет
свойство квазипериодичности

),,(),1( ωω tZtZ =+
,),()1,( 2 ωω π tZetZ jt=+

в связи с чем в плоскости время—частота его дос-
таточно вычислять на квадрате [0, 1]×[0, 1].

Преобразование Зака используется при по-
строении ВЧП Вигнера (Wigner) методом теории
фреймов и связано с алгоритмом  преобразования
Вильсона (Wilson). Последнее основано на базисе
с двухмодальной формой кривой, имеющем хоро-
шую локализацию одновременно в частотной
и временнóй областях [21].

Спектральные исследования на основе ВЧП За-
ка редки. Поэтому проведено моделирование с ис-
пользованием комплексного сигнала, синтезиро-
ванного на ЭВМ и содержащего две комплексные
гармонические компоненты с возрастающими час-
тотами. Временнáя локализация сигнала опреде-

лена гауссианом  N
Nn

e
2)2/( −−

, где N = 4000:
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Для этого сигнала составлена программа, с по-
мощью которой выполнено кратковременное пре-
образование Фурье и преобразование Зака. Ре-
зультаты преобразований представлены в лога-
рифмическом масштабе на рис. 1.

Как следует из графиков, КПФ не имеет удов-
летворительного разрешения по частоте и не по-
зволяет разделить отдельные компоненты сигнала.
Преобразование Зака позволяет достаточно четко
разделить две компоненты возрастающего по час-
тоте сигнала, но достигается это значительным
уменьшением частотного диапазона преобразова-
ния. Такое свойство преобразования Зака показы-
вает его преимущество и позволяет использовать
совместно с другими преобразованиями для уве-
личения разрешения по частоте.

БИЛИНЕЙНЫЕ ВРЕМЯ-ЧАСТОТНЫЕ
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

К билинейному типу принадлежит ряд ВЧП
[22]. Для анализа изменяющегося во времени
спектра сигнала используют преобразование Виг-
нера  W(t,ω)  [2, 11, 16] и двойственную функцию
А(t,ω) [4], представленные выражениями (П4) и
(П5) в сводке. ВЧП Вигнера, подобно вероятност-
ному распределению, имеет маргинальные рас-
пределения — частные распределения по времени
и по частоте. Маргинальные распределения по
частоте и по времени связаны с сигналом s(t) и его
преобразованием Фурье Ss(ω) соотношениями:

∫
∞

∞−

=⋅ 2|)(|d),( ωω SttWs ,

∫
∞

∞−

=⋅ 2|)(|d),( tstWs ωω .

Преобразование Вигнера вещественно и инва-
риантно к сдвигу по времени и частоте. Однако
оно билинейно относительно сигнала, поэтому
преобразование суммы компонент сигнала вида
s(t) = s1(t) + s2(t) приводит к появлению так назы-
ваемых кросс-членов Ws1s2(t,ω),  Ws2s1(t,ω),  вызы-
вающих явление интерференции:
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Предложен ряд модификаций преобразования
Вигнера, направленных на снижение вклада кросс-
членов. Во-первых, это применение аналитиче-
ской формы sa(t) сигнала (с добавлением мнимой
части), которая получается на основе применения
к сигналу преобразования Гильберта по соотно-
шению:

∫
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∞−
−

+= y
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ysitsts a d)()()( .

Аналитическая форма сигнала не имеет отри-
цательных частот в спектре Фурье, поэтому отсут-
ствует интерференция положительных и отрица-
тельных частот. Получение аналитической формы
sa(t)  реализуется несложным алгоритмом на осно-
ве преобразования Фурье сигнала.

Во-вторых, снижению кросс-членов способст-
вует введение функции окна h(t) при вычислении
ВЧП Вигнера [23, 24]. Такая процедура приводит
к преобразованию псевдо-Вигнера — Wp(t,ω)
в форме (П6), (П7), приведенной в Приложении.
Для вещественной четной функции окна h(τ /2)
выполняется условие h(τ /2)·h*(–τ /2) = h2(τ /2), по-
этому ВЧП псевдо-Вигнера подавляет влияние
кросс-членов. В то же время избыточное сужение
окна ведет к размытию распределения в плоскости
время—частота, поэтому ширину окна необходи-
мо соотносить с требованиями к контрастности
результирующего время-частотного распределе-
ния. ВЧП псевдо-Вигнера нестационарного сигна-
ла не всегда положительно [25]. В отличие от пре-
образования Вигнера оно вычисляется через сег-
мент данных (вырезанных окном), и при этом не
происходит размазывания во временнóй области,
как у кратковременного преобразования Фурье
или как у спектрограммы.

В-третьих, уменьшению влияния кросс-членов
способствует введение дополнительной частотной
весовой функции. Преобразование такого типа на-
зывается сглаженным ВЧП псевдо-Вигнера (П8).
По современным представлениям [4, 22, 23, 26, 27],
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Рис. 1. Время-частотное представление тестового сигнала (1).
а — Преобразование Зака.
б — Кратковременное преобразование Фурье

а б
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Рис. 2. Время-частотное представление сигнала (2) на основе преобразований Вигнера (а)
и кратковременного преобразования Фурье (б)

билинейные  время-частотные  преобразования
могут интерпретироваться как сглаженные или
комбинированные  варианты  преобразований
Вигнера с соответственным типом сглаживания,
степенью подавления кросс-членов и некоторой
потерей способности к концентрации распределе-
ния энергии сигнала в время-частотной области
(свойственной ВЧП Вигнера). В частности, КПФ
может быть выражено двойной сверткой преобра-
зований Вигнера от сигнала и от  окна:

.dd),(),(
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Для тестового сигнала, состоящего из трех ло-
кализованных гармонических компонент вида (2):
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составлена программа и получены преобразования
Вигнера и КПФ, результаты которых представле-
ны в логарифмическом масштабе на рис. 2. Преоб-
разование Вигнера позволяет правильно локализо-

вать две гармонические компоненты с частотами
f1 = 12 Гц и f2 = 5 Гц, появившиеся в среднем во
время t = 11 c, и одну частотную компоненту
f2 = 5 Гц со временем t = 14 c. Явления интерфе-
ренции как вдоль частотной, так и вдоль вре-
меннóй осей значительно ухудшают качество пре-
образования.  КПФ, выполненное при тех же усло-
виях, не позволяет локализовать гармонические
составляющие сигнала, но не имеет  свойства ин-
терференции.

Более обширным классом преобразований,
к которому относится и преобразование Вигнера,
является класс билинейных преобразований Коэна
(L. Cohen) [3, 4] (называемый также обобщенным
классом), — соотношение (П9) в Приложении.
Особенность этого класса состоит во введении ядра
общего вида Ф(τ,ξ), свойства которого отражаются
на характеристиках ВЧП. Если ядро Ф(τ,ξ) = 1, то
преобразование класса Коэна дает преобразование
Вигнера. Ядро, построенное по схеме двойствен-
ной функции от некоторой весовой функции —
окна h(t), имеет вид

.d)2/(*)2/(),( ∫
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h

ξττξτ

Преобразование Коэна )Ф,,( hs tC ω  с этим
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ядром превращается в спектрограмму, т. е. в квад-
рат модуля  кратковременного преобразования
Фурье (с той же весовой функцией h) от сигнала
s(τ) [4, 22]:

.d)()(

|),(КПФ|)Ф,,(
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2
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О взаимосвязи ряда билинейных ВЧП свиде-
тельствует также соотношение (3), которое связы-
вает преобразование Коэна )Ф,,( ωtCs  от сигнала
с двойственной функцией Аs(τ,ξ), определенной
для этого же сигнала:
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    (3)

Таким образом, согласно выражению (3) ВЧП
Коэна — это двумерное преобразование Фурье от
произведения ядра Ф(τ,ξ) с двойственной функци-
ей Аs(τ,ξ) и от сигнала s(t).

Для снижения влияния кросс-членов на распре-
деление энергии сигнала при ВЧП Коэна предло-
жено преобразование со специальной весовой

функцией вида 




⋅





ττ

π th2 . Такое преобразова-

ние называется время-частотным преобразованием
со сниженной интерференцией [28].

К группе билинейных ВЧП принадлежат пре-
образование Бертрана (Bertrand), преобразование
псевдо-Бертрана и сглаженное преобразование
псевдо-Бертрана.  По сути  дела они относятся
к время-масштабным преобразованиям [29], хотя
параметр масштаба обозначают символом частоты
ω и называют частотой. Преобразование Бертрана
определяется выражением (П10) в сводке и имеет
маргинальное распределение по частоте. ВЧП
Бертрана имеет два недостатка: наличие интерфе-
ренции и невозможность реализации в реальном
времени, связанную с тем, что в преобразование
входит весь сигнал при вычислении его
в любой точке (t,ω).

ВЧП псевдо-Бертрана является более совер-
шенным преобразованием, имеющим асимптоти-
чески те же свойства, что и преобразование Бер-
трана. Это ВЧП подавляет кросс-компоненты ин-
терференции вдоль частотной оси и допускает
реализацию в реальном времени. Вид преобразо-
вания дают соотношения (П11), (П12) в сводке.

Для одновременного уменьшения интерферен-
ции вдоль временнóй и частотной осей разработа-
но сглаженное ВЧП псевдо-Бертрана, в котором
введено дополнительное сглаживающее окно по

частоте. Преобразование выражается соотноше-
ниями (П14), (П15). Сглаженное ВЧП псевдо-
Бертрана ),(~ ωtBP  связано с основным (ориги-
нальным) преобразованием Бертрана Bs операцией
обобщенного аффинного сглаживания по соотно-
шениям
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ВЧП Бесселя (Bessel) [32] принадлежит обоб-
щенному классу  Коэна, который порождает также
ряд других преобразований (Вигнера, Чои—Виль-
ямса). ВЧП Бесселя построено на основе ядра:

,
)2(J

),( 1

παξτ
παξττξ =Φ  где J1 — функция Бесселя

1-го рода, и имеет выражение (П16 в Приложении).
Преобразование Бесселя вещественное, обладает
свойствами ковариантности для сдвига по времени
или по частоте и наличия маргинальных распреде-
лений — после интегрирования преобразования
по одной из переменных (по t или  ω).

К билинейным преобразованиям  класса Коэна
относится преобразование Чои—Вильямса (Choi,
Williams) [31, 32]. Оно построено на основе ис-
пользования экспоненциального ядра в обобщен-
ной форме преобразований класса Коэна
и имеет форму

{ }

.dddexp)2/(
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Опыт использования преобразования Чои—
Вильямса связан с медицинскими исследованиями
и обнаруживает существенное снижение интерфе-
ренции в результатах, связанных с время-
частотным представлением биомедицинских сиг-
налов [32].

Существуют также  не нашедшие распростра-
нения формы ВЧП, введенные с целью получения
улучшенных  характеристик преобразования.
К ним относится полиномиальная L-модификация



А. В. МЕРКУШЕВА

НАУЧНОЕ ПРИБОРОСТРОЕНИЕ, 2002, том 12, № 2

64

преобразования Вигнера [33, 34]. В этом преобра-
зовании с помощью параметра L масштабируется
фаза и временнáя шкала интегрирования в выра-
жении преобразования Вигнера, в связи с чем пре-
образование названо масштабированным  L-пре-
образованием Вигнера:

∫
∞

∞−

−+=

=

.d)2/()2/(

),(

*][][ τττ

ω

ωτjLL

s

etsts

tLW

В этом выражении ][Ls  — модификация сигна-
ла, которая состоит в том, что фаза умножается
на L, а амплитуда не изменяется, т. е.

)(][ |)(|)( tjLL etsts ϕ= , если сигнал имеет вид
)(|)(|)( tjetsts ϕ= .

L-преобразование Вигнера улучшает разре-
шающую способность для отслеживания времен-
нóго изменения мгновенной частоты сигнала при
сложном законе ее изменения, например при зако-
не в форме полинома выше второго порядка (черп-
сигнал выше 2-го порядка). За счет такого услож-
нения алгоритма преобразования достигается
уменьшение помех, связанных с интерференцией
при время-частотном анализе сложных сигналов

Аналогичные по структуре L-модификации по-
строены для преобразований псевдо-Вигнера и
сглаженного преобразования псевдо-Вигнера.
В [33] показан также способ L-модификации крат-
ковременного преобразования Фурье. Однако воз-
можности и преимущества этой формы билиней-
ных время-частотных преобразований пока не ис-
следованы.

КЛАССИФИКАЦИЯ ВРЕМЯ-ЧАСТОТНЫХ
ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

Приведенная выше систематизация время-
частотных преобразований и их отдельных харак-
теристик позволяет ввести классификацию ВЧП
на группы на основе признаков общности струк-
туры и свойств. Классификация преобразований
представлена на рис. 3. Для отражения логики раз-
вития ВЧП включен этап классических форм ана-
лиза сигнала (т. к. на их базе возник новый вид
время-частотного спектрального анализа) и этап,
отражающий первые реализации ВЧП в области
физики (в квантовой механике) и связанный с ра-
ботами Моэла, Вилле, Вигнера, Мейера, Коэна [3,
9, 11, 35]. Этап дал операторный метод представ-
ления физической величины в пространстве коор-
дината—импульс или координата—частота (т. е.
двумерное представление, эквивалентное время-
частотному анализу), ввел понятия ковариантно-
сти при сдвиге одной из переменных (в случае

ВЧП — при сдвиге времени или частоты), трак-
товку результатов преобразования как вероятно-
стное время-частотное распределение энергии
сигнала с желательными маргинальными (частны-
ми) распределениями при интегрировании по од-
ной из переменных. При этом представление вре-
мя-частотного распределения реализовалось по
методу характеристической функции.

Второй основой развития время-частотного
анализа явилось построение ВЧП Габора. Расши-
рение типов окна такого преобразования привело
к группе кратковременных преобразований Фурье.
КПФ — наиболее простое и доступное ВЧП, од-
нако для него форма ячейки разрешения ),( ω∆∆t
постоянна на всей плоскости время—частота [10,
12]. Это существенный недостаток, т. к. выбор хо-
рошего разрешения на малых частотах ведет к из-
быточному представлению  сигнала на всем час-
тотном диапазоне, и аналогично для быстро про-
текающего сигнала, например переходного про-
цесса, выбор хорошего разрешения по времени
(необходимого для анализа ранней стадии процес-
са) соответствует избыточности ВЧП-
представления сигнала на всем временнóм интер-
вале.

ВЧП Габора, КПФ и преобразование Зака со-
ставляют группу линейных ВЧП. При этом в пре-
образовании Зака заложено временнóе масштаби-
рование сигнала, однако масштабный параметр
(постоянная λ) лишь деформирует шкалу времени
в целом. ВЧП Зака является вариантом преобразо-
вания Фурье с масштабированной шкалой времени
и симметризованное относительно произвольной
точки τ. Ячейка разрешения ВЧП Зака также по-
стоянна на всей плоскости время—частота. Это
делает преобразоване Зака в большей части про-
цедурным преобразованием, которое используется
в схемах расчета других ВЧП, особенно по методу
теории фреймов [36, 37].

Обобщенную форму билинейных ВЧП пред-
ставляет класс Коэна. Класс обобщил предшест-
вующие разрозненные попытки двухпараметриче-
ского анализа сигнала в формате время—частота и
операторный метод, определил структуру ВЧП че-
рез ядро преобразования и установил условия на-
личия маргинальных распределений в форме тре-
бований на свойства ядра.

Класс билинейных преобразований включает
три модификации преобразования Вигнера (Вигне-
ра, псевдо-Вигнера и сглаженное псевдо-Вигнера),
преобразование с ядром Бесселя, преобразование
Чои—Вильямса с экспоненциальным ядром и три
модификации преобразования Бертрана. Модифи-
кации ВЧП Вигнера и Бертрана построены по об-
щей логике введения сглаживающих фильтров
(окон), но существенно отличаются по структуре
самого преобразования (см. Приложение).
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Рис. 3. Классификация время-частотных преобразований

Время-частотные преобразования класса Коэна (Cohen).   (Получены Коэном
на основе усовершенствования операторного метода квантовой механики)

Двухпараметрический анализ сигнала в формате время—частота (время-
частотные преобразования и модификации преобразования в формате вре-
мя—масштаб)

Сглаженное преоб-
разование псевдо-
Бертрана

Экспоненциальное
время-частотное
преобразование
(Choi)

Линейные  время-частотные  и  время-
масштабные преобразования

Преобразование
Вигнера (Wigner)

Преобразование
псевдо-Вигнера

Сглаженное преоб-
разование псевдо-
Вигнера

Преобразование
Бесселя (Guo)

Преобразование Бер-
трана (Bertrand)

Преобразование псев-
до-Бертрана

Условно-билинейные  пре-
образования

Преобразование
Зака (Zak)

Преобразование Га-
бора с модулирован-
ным гауссианом и  с
биортогональными
ядрами

Wavelet-преобразование

Классический анализ сигнала (получение статистических характеристик для временнóго
или частотного представлений сигнала: расчет автокорреляционной функции, спек-
тральной  плотности, определение статистических моментов временных отсчетов или
отсчетов частотного спектра, медианные фильтры, метод  скользящего сглаживающего
окна)

Операторный метод (Moyal, Ville, Wigner) c ис-
пользованием характеристической функции как
основы для представления любой физической
величины с помощью двух  переменных (кванто-
во-механический подход)

Метод временнóй локализации час-
тотного спектра на основе кратко-
временного  преобразования Фурье

Кратковременное
преобразование
Фурье (Fourie)
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Кроме того, группа билинейных преобразова-
ний — преобразования Бертрана и его модифика-
ций (псевдо- и сглаженного псевдо-Бертрана)
включает масштабирование времени. Это преоб-
разование — и билинейное, и время-масштабное.

К классу линейных время-масштабных преоб-
разований относятся все виды вейвлет-
преобразований, включая их разновидность —
преобразование на основе сплайн-базиса. В клас-
сификацию ВЧП они внесены на том основании,
что параметр масштаба a вейвлет-преобразования
(обычно а = 2–j  для   j-уровня вейвлет-разложения
сигнала) связан с частотой соотношением а = с/ω.
Так что распределение сигнала в плоскости вре-
мя—масштаб является одновременно распределе-
нием в плоскости время—частота при гиперболи-
ческой деформации оси частот (т. е. для частоты
в шкале ω = c/a).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, на основе проведенного анали-
за время-частотных преобразований можно сде-
лать ряд выводов.

1) Линейные время-частотные преобразова-
ния типа Габора, КПФ и Зака не обладают хоро-
шими свойствами локализации по частоте и по
времени одновременно. Как правило,  хорошее
разрешение по частоте сопровождается ухудшени-
ем временнóй локализации, а повышение времен-
нóго разрешения  снижает частотное разрешение.

2) Билинейные преобразования имеют высо-
кие характеристики локализации  во время-
частотной плоскости, но обладают свойством ин-
терференции.

3) Устранение интерференции, осуществлен-
ное в модифицированных билинейных преобразо-
ваниях Вигнера и Бертрана путем введения сгла-
живания во временнóй и в частотной областях,
ухудшает разрешение по времени и по частоте.
Это в определенной степени снижает их преиму-
щества и перспективу использования в исследова-
нии.

4) Вычислительная сложность и отсутствие
быстрых алгоритмов, основанных на методах би-
линейных преобразований, не позволяют исполь-
зовать их при обработке сигналов в реальном вре-
мени. Фактор сложности  в наибольшей степени
относится к преобразованиям группы Бертрана.

ПРИЛОЖЕНИЕ. Общая сводка время-частотных преобразований и их аналитических выражений

Преобразование Габора
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a — параметр.

Кратковременное преобразование Фурье (h(t) — любое нормированное окно)
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Преобразование Вигнера и преобразование на основе двойственной функции
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s etststW                                                                              (П4)
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−⋅−⋅+= .d)2/(*)2/(),( tetstsA tjωττωτ                                                                                         (П5)

Преобразование псевдо-Вигнера

ττττω ωτ∫ −⋅⋅−⋅+= d)()2/()2/(),( jehtststPW                                                                               (П6)

или, если ),( ωtSs — преобразование Фурье сигнала с окном g(τ)=[h(2τ)]1/2 , то преобразование дает

∫ −⋅+= .d),(),(2),( ωωωω νtSνtStPW ss                                                                                          (П7)

Сглаженное преобразование псевдо-Вигнера

,d),(*),()(2),(~ ∫ −⋅+⋅= ννtSνtSνGtWP sss ωωω                                                                                   (П8)
где G(ν) — функция окна по частоте.

Обобщенное время-частотное преобразование класса Коэна
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Преобразование Бертрана
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Преобразование псевдо-Бертрана
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,)]()([*:))();(( )()( tujetuhtu −⋅−⋅=− τωλτωλτωλψ   h — окно сглаживания по частоте             (П12)
(читается: ψ(…) по определению равно h(…)).

Преобразование псевдо-Бертрана, выраженное через вейвлет-преобразование сигнала

,d))(,(*))(,(),( ∫ −⋅= uutDutDtPB sss ωλωλω                                                                        (П13)
Ds — вейвлет-преобразование от сигнала s с функцией ψ(τ) = h(τ)·exp(2πjτ).

Сглаженное преобразование псевдо-Бертрана

,d))(,(*))(,().(),(~ ∫ −⋅= uutDutDuGtBP sss ωλωλω                                                                  (П14)

∫ −= .d))((*)(),( 2/1 ττωψτωω tstDs                                                                                                    (П15)

Преобразование Бесселя

,dd
2

*
22

1
||

2),(
2

τµτµτµ
ατ

µ
ατ
µ

τπα
ω

τ µ

ωτ∫ ∫ ⋅
















 −⋅





 +⋅





 −⋅





 −−= − sstПtetBD j

s                    (П16)



 ≤−

=




 −

иначе,,0
,||если,1

2
αττµ

ατ
µ tП                                                                                                      (П17)

а — параметр масштаба, входит в ядро Коэна с Бесселевой функцией 
ξτπ
ξτπτξ

a
a )2(J

),( 1=Φ .
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TRANSFORMATION  CLASSES  FOR  NONSTATIONARY  SIGNALS
IN  INFORMATION  MEASUREMENT  SYSTEMS.

II.  TIME-FREQUENCY TRANSFORMS

A.V. Merkusheva

Saint-Petersburg

The analytical form and properties of time-frequency transforms are given. These transforms can be used as
data processing and analysis tools for nonstationary signals including those  in data measurement and control
systems. In the given examples the two-dimensional representation of signals in the  Zak and Wigner transforms
is compared with the conventional method of fast Fourier transform. The summary is given in the form of a ta-
ble reflecting evolution and correlation elements for the time-frequency transformation class.


