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ОСОБЕННОСТИ  МАТЕМАТИЧЕСКОГО  МОДЕЛИРОВАНИЯ
ДИНАМИКИ  АЭРОМАГНИТНЫХ  КОМПЛЕКСОВ

В работе рассматриваются математические векторно-матричные модели как всего аэромагнитного комплек-
са, так и его составных частей, обсуждаются методы определения оптимальных равновесных состояний аэ-
ромагнитных исследовательских комплексов. Предложен метод оптимизации параметров систем управле-
ния с учетом инерционности намагничивания ферромагнитных элементов.

ВВЕДЕНИЕ

В предыдущем номере НП рассмотрены струк-
турные схемы  и основные соотношения, позво-
ляющие выполнить эскизное проектирование ди-
намических аэромагнитных исследовательских
комплексов (АМК). Данная публикация посвяще-
на рассмотрению методов решения основных про-
блем, возникающих при проектировании систем
управления АМК.

При разработке магнитного подвеса одной из
первых задач является определение необходимых
параметров равновесного состояния системы. Эта
задача сводится к решению системы нескольких
(по числу координат) нелинейных уравнений вто-
рого порядка с числом неизвестных, равным числу
токов. При решении подобных задач используют
известные методы исключения неизвестных [1].
Однако большое число уравнений и их квадратич-
ный характер требуют специального рассмотрения
особенностей решения этой задачи применительно
к АМК.

Следующая задача проектировщика заключает-
ся в разработке законов управления АМК как мно-
гомерным объектом. Эта задача также может быть
решена известными методами; для этого рассмат-
риваются условия приведения матрично-
векторной математической модели к виду, допус-
кающему применение указанных методов.

1. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО
ПОЛЯ И НЕСУЩЕГО ОСНОВАНИЯ  МОДЕЛИ

ЛЕТАТЕЛЬНОГО АППАРАТА

Силовое взаимодействие несущего ферромаг-
нитного основания модели летательного аппарата
(ЛА) и аэромагнитного комплекса определяется
известными соотношениями [2, 3]
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 — вектор градиен-

та;  kji ,,  — единичные орты декартовой  системы
координат; М — намагниченность основания мо-
дели ЛА; ha HB ⋅= µ  — индукция поля, созда-
ваемого соленоидами аэромагнитного комплекса;

aµ  — абсолютная магнитная проницаемость;

hH  — напряженность магнитного поля; Vm —
объем основания; Fm, Mm — главные векторы сил
и моментов взаимодействия магнитного поля и
основания модели ЛА.

Будем считать, что размеры модели ЛА суще-
ственно меньше диаметра рабочей части аэроди-
намической трубы (АДТ) (диаметр миделя модели
не превышает 10% диаметра рабочей части), маг-
нитная проницаемость не зависит от напряженно-
сти магнитного поля, а напряженность магнитного
поля H вне модели ЛА не зависит от магнитных
свойств основания модели ЛА и определяется со-
отношением [4]

Hh=HI ·I ,                  ( 2)

где HI  — матрица коэффициентов, зависящих от
координат точки (x, y, z); ( )II1

T =I  —
вектор токов, протекающих в соленоидах аэро-
магнитного комплекса;  — количество соленои-
дов аэромагнитного комплекса.

Для различных типов основания модели ЛА
математические модели взаимодействия могут
быть конкретизированы.
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Ферромагнитное основание
Стационарный случай

Известно, что для тел простейшей формы (эл-
липсоид вращения, цилиндр) средняя намагничен-
ность определяется соотношением

hhmhm HQDQM ⋅= −− 11
ср )( ,                (3)

где ( )cba DDD ,,diagD =  — размагничивающий

фактор; ∫=
mVm

V
V

d1
ср MM  — средняя намагни-

ченность относительно главных магнитных осей;
hmQ   — матрица перехода  от инерциальной сис-

темы координат к системе координат, связанной с
главными магнитными осями.

Будем рассматривать только такие магнитные
основания моделей сложной формы, которые
можно представить в виде системы простейших
форм, к которым применимо соотношение (1).
Главный вектор и главный момент системы сил,
действующих на рассматриваемую систему про-
стейших форм, определяется методами теоретиче-
ской механики.

Для некоторых экспериментальных установок
АМК (относительные магнитные проницаемости
100–1000; отсутствие замкнутых или почти замк-
нутых по потоку магнитных полей) оказалось воз-
можным ограничиться рассмотрением линейных
зависимостей напряженностей магнитных полей
от токов в соленоидах АМК [2]. При условии
справедливости формулы (2) из соотношений (1),
(2), (3) следует, что сила и момент, действующие
на модель ЛА со стороны АМК, являются квадра-
тичными функциями токов, протекающих в соле-
ноидах АМК:

( ) IAIMFQ TT, == mmm . ( 4)
Здесь  ( )

jmm Q=Q  — обобщенный вектор маг-
нитных сил или вектор билинейных форм; А —
трехмерная матрица размерностью  ×  × n, за-
висящая от расположения соленоидов, формы и
координат ферромагнитного основания;

IAI jm j
Q T= ; jA  — матрицы размерностью

× , nj ,1= ;  I — вектор токов размерностью .
При n = 6 A = ),,,,,( MzMyMxFzFyFx AAAAAA ,

( )mzmymxm FFF ,,
T =F , ( )mzmymxm MMM ,,

T =M ,

,, TT IAIIAI FymyFxmx FF ==  IAI FzmzF T= ,

,T IAI MxmxM =   ,T IAI MymyM =  IAI MzmzM T= ,

,,, FzFyFx AAA  MyMx AA , , MzA  — матрицы раз-
мерами ( )× . В большинстве практически важ-

ных задач матрицы FA  и МA  определяются чис-
ленными методами.

Схему АМК будем называть дифференциаль-
ной, если все квадратичные формы (4) — знакопе-
ременные, и недифференциальной, если какие-
либо из квадратичных форм являются знакоопре-
деленными [5]. При дифференциальной схеме для
пары соответствующих токовых катушек

,*
SSS II ∆+=  SSS II ∆−=+

*
1 , где *

SI  — некото-
рые начальные, установочные значения токов при
Q* = 0, значения которых могут выбираться из со-
ображений оптимизации схемы по каким-либо
критериям; S∆  — отклонения токов при Q* ≠ 0.

В теории управления и идентификации аэро-
магнитных комплексов к настоящему времени ог-
раничивались рассмотрением только стационарно-
го взаимодействия ферромагнитного основания
модели и электромагнитного поля, поэтому рас-
смотрим один из возможных вариантов математи-
ческого описания движения физической модели
ЛА в нестационарном магнитном поле.

Нестационарный случай
Обобщая результаты моделирования, приве-

денные в работе [6] для одномерной магнитной
системы, можно предложить следующую вектор-
но-матричную модель магнитной системы много-
катушечного АМК:
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где τA  — экспериментально определяемая мат-
рица размером (3 × 3); Е — единичная матрица;

ξK  — матричный коэффициент, учитывающий
изменение намагниченности.

Для условий, при которых выполняются соот-
ношения (2) и (4), в работе введены в рассмотре-
ние фиктивные токи IH, при протекании которых
по соленоидам АМК могут создаваться напряжен-
ности, эквивалентные напряженностям магнитных
полей намагниченных ферромагнитных объектов.
В соответствии с формулой (5), вводя вектор  HI ,
обеспечивающий выполнение равенства

HmIKM = , для указанного типа АМК инерцион-
ность намагничивания ферромагнитных объектов
можно учесть следующей формулой:
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(6)

где ξA , 1ξK , 2ξK  — матричные, в общем случае
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переменные коэффициенты, характеризующие
инерционность намагничивания, относительный
вклад ферромагнитных элементов в создание на-
пряженности и последействие намагничивания
магнитного поля; эти коэффициенты определяют-
ся численными методами при решении уравнений
электромагнитодинамики  [2].

При этом в статике выполняется необходимое
условие HI = I. Тогда формула (4) может быть
представлена в виде

( ) IAIMFQ mHmmm
TT, == , (7)

где mA  — трехмерная матрица коэффициентов.

Сверхпроводящее основание модели ЛА
и основание из постоянных магнитов

Для короткозамкнутого сверхпроводящего вит-
ка справедливо соотношение:

     IAMIAF ⋅=⋅= McmFcm ,  , ( 8)

где FcA , McA  — матрицы размером ( )× .
Зависимость (8) справедлива и для постоянных

магнитов в силу предположения о постоянстве
вектора намагниченности, то есть силы и моменты
являются линейными функциями токов.

Все матрицы AF и AM являются нелинейными
функциями линейных и угловых координат моде-
ли ЛА (несущего основания). Аналитические вы-
ражения для коэффициентов матриц FA , MA  в
формулах (4), (8) можно получить только для ос-
нований простейшей формы (шар) и стандартных
конфигураций магнитного подвеса. Для магнит-
ных подвесов, представляющих практический ин-
терес, указанные коэффициенты и их частные
производные по координатам определяются чис-
ленными методами [2].

2. ОБОБЩЕННАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ
МОДЕЛЬ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ
ИСПЫТУЕМОГО ОБЪЕКТА

И АЭРОМАГНИТНОГО КОМПЛЕКСА

Обобщенная математическая модель может
быть записана в векторно-матричной форме  сле-
дующим образом [5]:
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 hD HDMM ⋅−= −1 ; t — текущее время;
;6max =n  ( )000 ,, zyx  — координаты точки в не-

подвижной трубной  системе координат; n — ко-
личество управляемых координат модели ЛА;
( )zyx ,,  — координаты точки в  подвижной, свя-
занной с моделью ЛА, системе координат; A(X) —
функциональная матрица с переменными коэффи-
циентами, элементы которой не зависят от типа
модели ЛА, при 6max == nn  имеющая  Nx строк и
Nx столбцов; ),,,,( 1

T
tNMFa LLCCC = ;

L1=1=const; tC NnN
a

+= ; )(XCC FF = ,
)(XCC MM =  — аэродинамические коэффициен-

ты в связанной системе координат; e5 — вектор
длины Nx, пятый элемент которого равен единице,
а остальные нулю.
 Вектор наблюдаемых величин Y определяется
соотношением

                        Ξ+⋅= XAY H ,

где ( );,,,,,,,,,,,, 11000
T IItttzyx

tNγψϑ=Y
( )iξ=Ξ  — вектор случайных величин размерно-

стью )1( ++n , моделирующий погрешности из-
мерений; НA  — матрица постоянных коэффици-
ентов. Детальное описание коэффициентов, вхо-
дящих в модель (9), приведено в работе [5].

Представление структуры математической мо-
дели в виде (9) обладает следующими преимуще-
ствами:

аддитивно выделены алгебраические нелиней-
ности;

разделено влияние аэродинамических и магни-
тоэлектрических эффектов на поведение аэромаг-
нитного комплекса;

выделены составляющие с полной и неполной
априорной информацией.

Нелинейная и нестационарная модель (9) явля-
ется основой для теоретического обобщения,  раз-
вития методов идентификации и формирования
законов управления. В зависимости от особенно-
стей решаемой задачи с целью повышения эффек-
тивности исследований целесообразно использо-
вать метод декомпозиции сложной иерархической
модели (9).

Хорошо зарекомендовала себя следующая ма-
тематическая модель движения испытуемого объ-
екта в аэромагнитном поле:
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( )γψϑ ,,= ,,, 000
T zyxX  — вектор координат мо-

дели ЛА; ( )000 ,, zyx  — координаты центра масс
модели ЛА в неподвижной (трубной) системе ко-
ординат; в качестве осей (x, y, z) связанной систе-
мы координат выбраны главные центральные оси
инерции модели ЛА; ϑ — угол тангажа, ψ — угол
рыскания, γ — угол крена; Qa — обобщенный век-
тор аэродинамических сил; G = m g    — вектор сил
тяжести; m — масса модели ЛА; g — вектор уско-
рения свободного падения.

Разрешим уравнение (10) относительно высшей
производной:
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где ( ) ,,,,,d
d

, aBmgR t QPQPXXB G  — функции ко-

ординат и времени.
Уравнения движения центра масс в системе

(11) записываются в проекциях на оси неподвиж-
ной системы координат, а уравнения углового
движения — в проекциях на оси связанной систе-
мы координат.

3. МЕТОДЫ ВЫБОРА ПАРАМЕТРОВ
РАВНОВЕСНОГО СОСТОЯНИЯ

ДИНАМИЧЕСКОГО АЭРОМАГНИТНОГО
КОМПЛЕКСА

Положение равновесия определяется по урав-
нению (11) из условия равенства нулю производ-
ных от искомых динамических координат управ-
ляемого комплекса.

Система  уравнений равновесия  может быть
представлена в виде

0*
0

T
0 =+⋅⋅ QIAI , (12)

где I0 — вектор значений токов, обеспечивающих
выполнение равенств (12),

            ( ) .,, 0
T**

1
*

aBnQQ QPGQ ⋅+==

В случае использования ферромагнитного ос-
нования силы Qm являются квадратичными функ-
циями токов, то есть система уравнений (12) явля-
ется системой n уравнений второго порядка для 
переменных, где n — число управляемых коорди-
нат (минимум — 1, максимум — 6);  — число
соленоидов аэромагнитного комплекса (число то-
ков). Решение уравнений равновесия (12) сводится

к задаче решения системы n уравнений второго
порядка с  неизвестными  kI , ,1=k . Как из-
вестно из алгебраической геометрии, количество
линейно независимых решений системы n  одно-
родных уравнений  второго порядка относительно
n независимых переменных равно nN 2=  [1].

При анализе равновесных состояний следует
учитывать и возможную ситуацию, когда число
управляющих токов kI ( ,1=k ) превышает число

независимых обобщенных координат Xi ( ni ,1= ),
т. е.

              n> . (13)
Условие (13) означает избыточность управ-

ляющих воздействий относительно управляемых
обобщенных координат исследуемой модели. Сис-
тема (12) в условиях  (13) является недоопреде-
ленной. В соответствии с принципами построения
многосвязных систем одним из возможных путей
получения искомого решения является устранение
избыточности, позволяющее сводить задачу к за-
даче с определенным решением.

Существует несколько подходов к решению
проблемы снижения избыточности решений. Ос-
новная идея одного из таких подходов сводится к
такому видоизменению задачи, при котором в
уравнениях равновесия учитываются только те из
токов Ik ( ,1=k ), которые принимаются незави-
симыми, а остальные )( n−  токов исключены.

Пусть 





=

02

01
0 I

I
I , где

( ) ( ) ;,,;,, T
)(,021,0202

T
,011,0101 nn IIII −== II

I — вектор токов, I01 — составляющая вектора I,
включающая токи, принятые в качестве независи-
мых; I02 — составляющая вектора I, включающая
токи, подлежащие исключению при расчете рав-
новесных значений.

Будем рассматривать вариант задачи, сводя-
щийся к введению дополнительных условий —
ограничений на значения токов I0k ( ,1=k ) ли-
нейного вида

( ) ( ) bIIBBIB =⋅=⋅ T
020121 , (14)

где B1, B2 — некоторые заданные матрицы соот-
ветствующих размерностей, b — заданный вектор.
Подход к выбору надлежащих B1, B2 и b представ-
ляет собой самостоятельную задачу, решаемую с
учетом дополнительных требований и особенно-
стей схемы магнитного подвеса. В этих случаях
соотношения (14) входят в число   необходимых
условий экстремума в качестве ограничений-
равенств.
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Для исключения вектора I02 из уравнений (12) и
(14) представим матрицу Ai в блочном виде:

n
n

nn
ii

ii

i −
















−

= }
}

)2,2,()1,2,(

)2,1,()1,1,(

AA
AA

A .

Получим n уравнений равновесия, содержащих n
управляющих токов:

0*T
010101

*T
01 =++++ iiiii QGDIICIAI , (15)

где

ni ,1= ;

( ) ( );1
1

2)2,2,()1,2,(
T1

2
T BBAABbC −− −= iii

( )
( ) ;1

1
2)2,2,(

T1
2

T
11

1
2)2,1,(

)1,2,(
T1

2
T
1)1,1,(

*

BBAΒBBBA

ABBAA
−−−

−

+−

−−=

ii

iii

( )[ ] ;1
2)2,2,(

T1
2

T
1)2,1,( bBABBAD −−−= iii

( ) .1
2)2,2,(

T1
2

T* bBABbG −−= ii

Полученные уравнения равновесия (15) в незави-
симых токах I01 соответствуют вполне определен-
ной задаче. Как видно, левые части этих уравне-
ний уже не являются квадратичными функциями
токов I0k ( nk ,1= ). В связи с этим их решения не
обладают свойством знаковой симметрии (при
b≠0). После определения решения (I01) системы
(15) соответствующее значение I02 находится из
соотношения (14). Векторы I01 и I02 полностью оп-
ределяют вектор I0 равновесных токов.

Анализируя векторы решений I0, можно выде-
лить такие координаты этого вектора, которые
оказывают доминирующее влияние на уравнове-
шивание нагрузки b. Эти доминирующие токи и
следует взять в качестве "независимых".

Рассмотрим также и другой подход, связанный
с введением ограничений. Конструкция аэромаг-
нитного комплекса, как правило, накладывает ог-
раничения на допустимые значения токов в ка-
тушках электромагнитов

,1, =< jbI jj .                  (16)

Прогнозируемое сочетание параметров позволяет
задавать равновесные значения токов до 100 А
(т. е. jb = 100 А). Учет ограничений вида (16) сво-
дит задачу к задаче решения системы нелинейных
уравнений с ограничениями типа неравенств. Ог-
раничения могут задаваться и в виде системы ли-
нейных уравнений

bIB =⋅I .                            (17)
Этот подход наиболее эффективен при расчете
сверхпроводящих элементов.

Ограничения на величины токов в катушках
могут быть заданы также в виде квадратичных
форм

ii b=⋅⋅ IBIT , (18)

где iB  — матрица соответствующей квадратич-
ной формы.

Учет ограничений в виде (18) также приводит к
решению системы  нелинейных уравнений отно-
сительно  неизвестных.

Выбор той или иной формы ограничений на
значения токов является важным этапом в разра-
ботке математической модели аэромагнитного
комплекса. В качестве таких ограничений могут
рассматриваться, например, требования к симмет-
ричности распределения некоторых токов (схемы
дифференциального типа), к обеспечению авто-
номности по начальным условиям, к обеспечению
заданной статической устойчивости равновесных
состояний [4].

Сокращение избыточности решений системы
(12) аналитическими методами основывается на
теории результантов и наибольших общих дели-
телей.

Применение теории результантов
 для нахождения равновесных состояний

аэромагнитного комплекса
Наряду с принципиальной возможностью пря-

мого численного решения системы (12) целесооб-
разно использование возможностей сокращения
числа уравнений и неизвестных, т. е. исключения
переменных до получения одного уравнения c од-
ной неизвестной и последующими обратными
подстановками.

В случае использования ферромагнитного ос-
нования силы Qm являются квадратичными функ-
циями токов, т.е. система уравнений (12) является
системой n уравнений второго порядка для m пе-
ременных, где n — число управляемых координат
(минимум — 1, максимум — 6); m — число соле-
ноидов аэромагнитного комплекса (число токов).
Левые части уравнений (12) равновесия АМК яв-
ляются квадратическими функциями нескольких
переменных (токов Ik в катушках соленоидов). По-
этому можно использовать теорию результантов
[1] для нахождения дополнительных связей между
переменными уравнений равновесия с целью све-
дения исходной системы полиномиальных урав-
нений к одному полиномиальному уравнению от-
носительно одной переменной. Проблема же на-
хождения корней полиномиальных уравнений
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практически любой степени является хорошо изу-
ченной задачей.

Решение уравнений равновесия (12) сводится к
задаче решения системы n уравнений второго по-
рядка с m неизвестными  kI , mk ,1= . Основные
черты реализуемого подхода рассмотрены в при-
ложении на примере системы трех уравнений типа
(12) с тремя неизвестными, т. е. случай  3== mn .

Предлагаемый подход сводится к нахождению
дополнительных уравнений, которым должны удов-
летворять решения исходной системы нелинейных
уравнений. Как правило, дополнительные уравнения
содержат меньше независимых переменных, что
снижает сложность решения исходной задачи.

Однако не все  формальные  решения  системы
(12) дают решение исходной задачи. Более того,
это решение должно быть единственным — опти-
мальным, удовлетворяющим конкретным услови-
ям проектирования. Существенным  обстоятельст-
вом, облегчающим поиск оптимального решения,
является свойство знаковой симметрии решений
системы (12). Особый интерес представляет такая
конструкция аэромагнитного комплекса, в которой
имеется больше катушек (управляющих токов),
чем число управляемых координат. В этом случае
число возможных равновесных значений токов
бесконечно велико, поэтому имеется больше воз-
можностей для выбора оптимального решения. В
очень широких пределах изменять равновесные
значения токов позволяет применение дифферен-
циальных схем.

Можно предложить следующий алгоритм вы-
бора равновесного значения:

определить все решения уравнения (12);
отбросить физически нереализуемые решения

(комплексные решения; решения, выводящие за
пределы конструкционных ограничений);

определить статические и динамические харак-
теристики системы для каждого равновесного со-
стояния, сформировать группы равноценных (от-
носительно характеристик аэромагнитного ком-
плекса) равновесных положений (области Парето);

выбрать оптимальное равновесное положение
(например, обеспечивающее минимум потребляе-
мой аэромагнитным комплексом мощности или
максимальный размер области устойчивости).

При наличии современной вычислительной
техники и разработанных автором алгоритмов на-
хождение оптимальных равновесных состояний
АМК является вполне разрешимой технической
задачей.

Статическая устойчивость равновесных
состояний аэромагнитного комплекса

Влияние равновесных значений на величину об-
ласти статической устойчивости можно оценить [5]

по формуле

∑
=

⋅−=∆
n

k
jjjkkjj CCdX

1

*
,,,2 ,  (19)

где

 
,

,,,1

1 1
,,,,

*
,

T*

∑∑
= =

⋅⋅=

⋅⋅==

i k
jkkijjkjj

j

CAC

nj

C

CACC

000
T ,, IXCIIIA ∆⋅+=⋅= jjd  —

равновесные значения токов; ;T
0 IAI ⋅= jm j

Q
С — матрица коэффициентов закона управления.

При выборе равновесных значений токов сле-
дует максимизировать область (19) их статической
устойчивости. Поскольку при уменьшении равно-
весных значений токов уменьшается и область
статической устойчивости системы, более пред-
почтительными по критерию статической устой-
чивости являются дифференциальные схемы аэ-
ромагнитных комплексов.

4. СИНТЕЗ ЗАКОНОВ УПРАВЛЕНИЯ
МАГНИТНЫМ ПОДВЕСОМ С УЧЕТОМ

ИНЕРЦИОННОСТИ ТОКОВ
И НАМАГНИЧИВАНИЯ

Учет инерционности токов
После линеаризации уравнения (11) в окрест-

ности равновесного положения получим искомый
вид системы уравнений движения модели ЛА:

,
d

d
d

d

***

*
0

*

12

*2

QIKXK

XBXBX

+++

++=

IX

RR tt    (20)

где I — вектор токов в соленоидах АМК; XK  —
матрица частных  производных от обобщенных аэ-
родинамических нагрузок по координатам;

IK  — матрица  частных  производных  от обоб-
щенных магнитных нагрузок по токам;

)( 0
1*

aaBg QQPPQ −= ⋅
− ;  0aQ  — значения аэро-

динамических нагрузок, соответствующие равно-
весному положению; ( )**

iX=X , 6,1=i ; * — оз-
начает, что измерение соответствующей перемен-
ной производится относительно ее значения в со-
стоянии равновесия АМК.

Динамика токов I описывается векторно-
матричным уравнением:

**
*

d
d UIRIL =⋅+⋅

t
, (21)

где L — матрица взаимной индукции соленоидов
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АМК; ( )RR ,,1diagR =  — матрица активных
сопротивлений соленоидов АМК; — количество
соленоидов; U — вектор управляющих напряже-
ний, приложенных к соленоидам АМК. Матрицы
L и R определяются в ходе численных расчетов.

Для расширения возможностей системы можно
использовать следующий обобщенный закон
управления:

,dd

d
d

0

*

0

*

*
1

**
2

*
1

*

*
*

∫∫ ⋅+⋅+
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=+ ⋅

t
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t

sX

IIX

X

U

tt

t
X

ICXC

ICICXC
XCXC

UCU

(22)

где sIsXIIXXXU CCCCCCCC ,,,,,, 121,  — мат-
рицы постоянных коэффициентов. Конкретная
структура  закона управления уточняется в зави-
симости от решаемой задачи.

Для упрощения последующего изложения ис-
пользуем преобразование Лапласа уравнений (20)–
(22), составленных для отклонений от положения
равновесия, в предположении, что в начальный
момент времени первообразные всех переменных
( IXU ,, )  и их производные обращаются в нуль:

 QIKXKXBXBX +⋅+⋅+⋅+⋅= IXRR 01
2 pp ;

   ( ) UIRL =⋅+p ;
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Тогда можно записать:
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( )( ) ,pp

;p 1
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⋅+= −
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U

где Е — единичная матрица соответствующей
размерности.

Перемножив последнее уравнение на p и перене-
ся все слагаемые с I влево, а с Х  вправо, получим:
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Подставив XI ⋅⋅= − βα 1  в первое уравнение сис-
темы, получим
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Помножим обе части полученного уравнения на
1−⋅ IKα :
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Выполнив умножение и сгруппировав все слагае-
мые с одинаковыми степенями p, получим:
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В результате матричное полиномиальное урав-

нение для определения X в зависимости от Q бу-
дет иметь вид:
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где
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Учет инерционности намагничивания
При построении математической модели сило-

вого взаимодействия  АМК и модели ЛА будем
предполагать, что в статике выполняется  соотно-
шение (12).

Система операторных уравнений движения мо-
дели ЛА с учетом токов намагничивания примет
вид:
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где HI  — токи намагничивания (вектор фиктив-
ных токов, соответствующих напряженности маг-
нитного поля, создаваемой намагниченными фер-
ромагнитными объектами); IHK  — матрица по-
стоянных коэффициентов.

Выразим зависимость ( )HIHI IKIK ⋅+⋅  от X.

=⋅+⋅ HIHI IKIK ( ) ( ) ( )[ ][ ] =⋅+⋅++⋅+⋅+ 21
−

21 IKEAKEKAKKK ξξξξξξ pp 1
IHI

( ) ( ) ( ) ( )[ ][ ] =⋅+⋅+++⋅⋅⋅+⋅+⋅= 21
−

21
−

21 IKEAKEKKKAKKAKK ξξξξξξξξξ ppp 11
IIHIH

( ) ( )[ ]{
( )} .

pp
1

11

IKEAKKKA
KEKKKKAKK

⋅+⋅+⋅⋅⋅+
+++⋅⋅⋅⋅+⋅=

2
−

2

1
−

1
−

21

ξξξξ

ξξξξξ

IIH

IIHIH

Обозначим

( ),1
2

−
2 +⋅⋅⋅⋅=Π + ξξξξ KEAKKKA IIH

( )[ ] ( )[ ].111
1

−
1

−
2

−
2 ++⋅⋅×+⋅⋅⋅⋅= + ξξξξξξ KEKKKKEAKKKAT IIHIIH

Тогда получим

=+ ⋅⋅ HIHI IKIK ( ) 1p −
21 ⋅+⋅ ξξξ KAKK IH ( ) =⋅+⋅Π⋅ IETp

( ) ( )⋅+⋅Π⋅+⋅= − ETKAKK pp 1
21 ξξξIH ( ) ( )( ) ×−−⋅+−⋅++ −1

1
23 ppp sIIUIU CCCRCCLRL

   ( ) XCCCC ⋅++× + 2
3

1
2 ppp XXXsX .
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Полученное выражение является произведени-
ем дробно-рациональной матричной функции на
вектор X. Наглядность последующих векторно-
матричных преобразований сохранится в том и
только в том случае, если матрицы

( )ET +p
и

( )(
( ) ) 1

1
23

p
pp

−−−⋅+
+−⋅++

sIIU

IU

CCCR
CCLRL

— коммутирующие.
В частности, если T — диагональная матрица с

одинаковыми коэффициентами, то можно вос-
пользоваться свойством коммутируемости еди-
ничных матриц в матричном произведении:

  =⋅+⋅ HIHI IKIK

  ( ) ( ) =⋅+⋅Π⋅⋅+⋅= −
21 IETKAKK pp 1

ξξξIH

  ( ) ×⋅+⋅= −1
21p ξξξ KAKK IH

   
( )(

( ) ) ×−−⋅+
+−⋅++⋅Π×

−1
1

23

p
pp

sIIU

IU

CCCR
CCLRL

   ( )×+× ETp
   ( ) =⋅++× + XCCCC 2

3
1

2 ppp XXXsX

  ( ) ×++++= −1
01

1
2

2
3

3
4

4 pppp DDDDD
   ( ) XPPPPP ⋅++++× 01

1
2

2
3

3
4

4 pppp .

В результате получим матричное уравнение для
определения X в зависимости от Q:

   
(

)
( ) ,pppp

pp
pppp

012
2

3
3

4
4

012
2

3
3

4
4

5
5

6
6

QDDDDD
XKKK

KKKK

⋅++++−=
=⋅+++

++++
   (23)

где

,46 DK =  ( ),1435 RBDDK ⋅−=
( )[ ] ,4130424 PBDKBDDK −⋅−+⋅−= RxR

( )[ ] ,3120313 PBDKBDDK −⋅−+⋅−= RxR

( )[ ] ,2110202 PBDKBDDK −⋅−+⋅−= RxR

( )[ ] ,110011 PBDKBDK −⋅++⋅−= RxR

( ) ,0000 PKBDK −+⋅−= xR

,, 21324 XXX CCTPCTP +⋅=⋅=
,12 XX CCTP +⋅=

,; 01 sXXsX CPCCTP =+⋅=

,1
1

1
4

−− ⋅Π⋅= IНKKLD ξ

( )
,1

2
1

1
1

1
13

−−

−−

⋅⋅Π⋅+
+⋅Π⋅−⋅+=

IН

IНIU

KKAL
KKCCLRD

ξξ

ξ

( )
( ) ,1

1
1

1
2

1
2

−−

−−

⋅Π⋅−⋅+
+⋅⋅Π⋅−⋅=

IНIU

IНIU

KKCCR
KKACCRD

ξ

ξξ

( )
,1

1
1

1
2

1
1

−−

−−

⋅Π⋅−
−⋅⋅Π⋅−⋅=

IНsI

IНIU

KKC
KKACCRD

ξ

ξξ

.1
2

1
0

−− ⋅⋅Π⋅−= IНsI KKACD ξξ

Как следует из анализа структуры коэффициен-
тов 0123456 ,,,,,, KKKKKKK , ,,,, 1234 DDDD

0D , число независимых управляемых матричных
параметров равно семи: ( )1IU CCLR −⋅+ ,
( ),IU CCR −⋅ sXXXXsI CCCCC ,,,, 12 . Синтез
закона управления можно произвести, исходя из
желаемого поведения вектора Х* координат АМК.
Для этого необходимо решить задачу нахождения
оптимальных значений семи матричных коэффи-
циентов, характеризующих динамику системы,
например ( )0120123 ,,,,,, DDDPPPP , при ограни-
чениях на значения остальных коэффициентов,
входящих в уравнение (23) и полностью характе-
ризующих динамику системы. Указанные ограни-
чения должны отражать прежде всего условия
управляемости, наблюдаемости и устойчивости, а
также требования к качеству переходных процес-
сов.
Так, для обеспечения  астатизма первого поряд-

ка достаточно положить  D0 = 0; тогда необходимо
выбрать значения 0≠sXC , 0=sIC .

Полученные соотношения позволяют проекти-
ровать  систему управления АМК с учетом  инер-
ционности намагничивания.

Автономность по начальным условиям
Одним из важнейших требований к аэромаг-

нитным комплексам является обеспечение авто-
номности по управляемым координатам.

Для обеспечения автономности АМК по Бак-
сенбому–Гуду [8] должны быть выполнены два
условия: 1) диагональность матриц iK , 2) авто-
номность по начальным условиям.

Пусть при 0=t  координаты равны
.)0(;)0(;)0( 000 XXIIXX ====== ttt

Если I0 представимо в виде:
01000 XPXPI ⋅+⋅= , то для обеспечения авто-

номности необходимо, чтобы матрицы
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( )11 PKB ⋅+ IR  и ( )00 PKKB ⋅++ IXR   были диа-
гональны или равны нулю. В противном случае
должно выполняться одно из следующих условий:
или 00 =⋅ IK I  и 1RB , ( )XR KB +0  диагональны,
или ( ) 000001 =⋅+⋅++⋅ IKXKBXB IXRR ,
или 1RB  — диагональна

  и  ( ) 0000 =⋅+⋅+ IKXKB IXR ,
или ( )XR KB +0  — диагональна

  и  0001 =⋅+⋅ IKXB IR .
Приведенные условия  являются дополнитель-

ными ограничениями, которые необходимо ис-
пользовать при определении допустимых равно-
весных состояний, выборе конфигурации АМК и
проектировании системы управления.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Разработаны методы решения систем нелиней-
ных алгебраических уравнений второго порядка,
пригодные для определения оптимальных равно-
весных состояний АМК.

Впервые предложена векторно-матричная ма-
тематическая модель учета инерционности намаг-
ничивания ферромагнитных элементов, которая
может быть использована при решении задачи оп-
тимизации законов управления АМК. Приведено
обобщенное операторное векторно-матричное
уравнение для определения реакции АМК на
входные воздействия. В качестве примера рас-
смотрены условия реализации астатического зако-
на управления.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Обозначим:

.,, 321 zIyIxI ===

Систему (12) приведем к стандартному виду,
предполагающему исключение на первом этапе
переменной I1.

.0
,0
,0

21
2

3

21
2

2

21
2

1

=++=
=++=
=++=

cxcxf
bxbxf
axaxf

(24)

При этом 111 ,, cba  линейны по y, z; 222 ,, cba  со-
держат члены нулевого и второго порядков по y, z.

Необходимым и достаточным условиями нали-
чия хотя  бы одного общего решения первых двух
уравнений является  равенство нулю их результан-
та [7]:

   
( )

( )
( ) ( ) .0

01
10
10

01

,

122111

2
22

21

21

21

21

21

=





−⋅⋅−+
+−−=

=



















=

ababab
ab

bb
bb
aa

aa

ffR
.      (25)

Левая часть уравнения (25)  представляет  со-
бой полином четвертого порядка по совокупности
переменных у, z.

При выполнении (25) наибольший общий дели-
тель (НОД) f1 и f2 есть

( ) ( ) ( )221121 ,НОД abxabff −+⋅−= .

Далее возможны  различные   варианты реше-
ния задачи.

Вариант 1: ( ) ( ) 0;0 2211 ≠−≠− abab .
Тогда ( )21,НОД ff  имеет первый порядок по x

и система ( )0,0 21 == ff  имеет одну пару 21, xx
совпадающих корней вида

== 21 xx ( )
( )11

22

ab
ba

−
−

.

Следующим шагом является определение
( )321 ,,НОД fff . Так как ( )=321 ,, fffR

= ( )( )321 ,, fffR , условием наличия корня у ис-
ходной системы (24) является наличие корня у
системы

  
( ) ( ) ( )

.0
,0,НОД

21
2

3

221121

=++=
=−+⋅−=

cxcxf
abxabff

     (26)

Необходимым и достаточным условиями нали-
чия корня  у системы (26) является равенство ну-
лю соответствующего результанта:

( )( )

( )
( ) .0)(

)(
1
0

0
,,

22111

2
22

2
112

21

2211

2211

321

=−⋅−−
−−+−=

=















−−

−−
=

=

ababc
ababc

cc
abab

abab
fffR

(27)

Правая часть формулы (27) — полином четвер-
той степени по у и z, так как 2c  содержит члены
второго порядка, а 11 , ba  — члены первого поряд-
ка относительно y, z.

В  результате,   необходимыми  и  достаточны-
ми   условиями существования общего корня
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(тройки равных корней) 321 xxx ==  уравнений
исходной системы (24) являются равенства (25) и
(27). Они образуют систему двух уравнений отно-
сительно у и z:

( )

( )
( ) .0)(

)(),(
,0)()(

),(

22111

2
22

2
1122

122111

2
221

=−⋅−−
−−+−=
=−⋅−+

+−=

ababc
ababczy
ababab

abzy

ϕ

ϕ

  (28)

Решение (или несколько решений) системы (28)
определяет искомые  значения y, z. Далее возмож-
но  прямое  численное  решение  этой  системы
или дальнейшее исключение одной из переменных
по предыдущей схеме.

Вариант 2: ( ) ( ) 0;0 2211 =−≠− abab .
Из (25) следует требование 02 =a , а затем из

(21) — 02 =b . При этом первые два уравнения
(24) принимают вид:

0
,0

1
2

2

1
2

1

=+=
=+=

xbxf
xaxf

и имеют общий корень (одну пару совпадающих
корней) 021 == xx . Другие корни f1 и f2 различны
в силу 11 ba ≠ . Из второго условия (27) получаем

02 =c , что является очевидным условием наличия
и у f3 нулевого корня. Таким образом, в варианте 2
существуют корни 0321 === xxx  при условиях
выполнения равенств:

0),(),(),( 222 === zyczybzya .

Как функции двух аргументов эти три  равенст-
ва в общем случае несовместны и не имеют обще-
го решения (y, z), если только одно из равенств не
является следствием двух других.

Вариант 3: ( ) ( ) 0;0 2211 ≠−=− abab .
В этом случае условие (20) не может быть выпол-
нено и, следовательно, общих решений х у  f1 и f2
не существует.

Вариант 4: ( ) ( ) 0;0 2211 =−=− abab .
Т.е. имеем систему:

.0
,0

21
2

3

21
2

21

=++=
=++==

cxcxf
axaxff

При 11 ac = , 22 ac =  имеет место совпадение
двух корней каждого из уравнений. Соответст-
вующая система четырех условий для функции
двух переменных несовместна, если два из четы-

рех неравенств не являются следствиями двух
других.

При 2211 , acac ≠≠  условием существования
одного общего корня является
( ) 0)()( 122111

2
22 =−⋅−+− acacacac , что в со-

четании с ( ) 011 =− ab ,  ( ) 022 =− ab  опять  дает
систему трех уравнений для функций двух пере-
менных.

В результате процедура сведения системы (24)
к системе (28) после нахождения каждого ее ре-
шения (у, z)  требует проверки выполнения усло-
вий вариантов 1–4. Особенно  критичным является
вариант 3: ( ) 011 =− ab , ( ) 022 ≠− ab , при выпол-
нении которого для данной пары (y, z) из условия
(25) не следует существования общего корня х и,
следовательно, решения (x, y, z) для исходной сис-
темы (24).

Более сложной является задача исключения од-
ной из переменных в образовавшейся системе (28).
Теперь НОД может иметь более высокую степень,
более высокими оказываются показатели степеней
полиномов, число и сложность условий существо-
вания общих корней.
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FEATURES  OF  MATHEMATICAL  SIMULATION  OF  DYNAMICS
OF  THE  AEROMAGNETIC  COMPLEXES

S. V. Bogoslovsky

Saint-Petersburg State University of Aerospace Instrumentation

Mathematical vector-matrix models of the aeromagnetic complex and modules of the control are devel-
oped, methods of finding an optimum equilibrium condition of aeromagnetic complexes are considered.
A method for optimization of parameters of control systems with magnetic hysteresis of ferromagnetic com-
ponents is offered.


